第 一 章 符号 与 数学 符号 


人 类 是 “从 事 构 造化 活动 的 动物 ”。 人 类 总 想 给 客观 事物 
锋 予 某 种 意义 和 价值 ， 利 用 符号 认识 新 事物 ， 使 客观 世界 秩序 
化 ， 创 造 出 色 的 科学 文化 世界 。 

所 有 的 人 类 活动 都 基于 象征 表示 ， 而 像 数 学 这 种 具有 抽象 
本 质 的 活动 就 绝对 需要 符号 体系 。 


$1 符 ”号 


符号 ， 处 外 可见。 学 生 的 校徽 ,军人 的 户 章 ,商店 的 招牌 ， 
公路 旁 的 敬告 标志 ， 肖 讯 中 的 让 话 ， a 数学 中 数字 、 字母 
符号 ， 物 理 中 单位 符号 ， 化 学 中 的 元 素 符 号 ， 提 克 肚 目的 “ 红 
桃 ”、“ 得 花 ”，, .计算 苇 、 罕 达 奖 屏 上 的 信号 "正如 着 名 语言 
学 家 应 埃 尔 " 吉 罗 所 说 ， 人 们 是 生活 罕 符号 之 闻 ” ° 


一 、 仁 和 芭 电 特 呈 


一 般 说 来 ，“ 答 号” 就 是 某 秆 如 : 物 的 代号 ， 它 的 意义 是 ， 
荣 用 一 一 对 应 的 方式 ， 江 一 个 复杂 的 事物 用 简便 的 形式 表现 王 
来 。 当 某 训 物 作为 另 一 吉 物 的 替代 而 代表 驴 一 率 物 时 ， 它 的 功 
能 被 称 为 “符号 功能 ”, 承 担 这 种 功能 的 事物 被 称 鸭 “符号” 
有 时 ， we 
. 物 。 在 这 一 降 闻 前 贿 也 变 成 了 “符号 ”。 例 如 ， 人 们 百 到 “ 


1 


电 ” 就 预感 到 “打雷 ”,“ 内 电 ” 就 成 了 符号 ;按照 这 种 方式 ， 
人 类 实际 上 可 以 把 所 有 的 事物 都 冠 以 “符号 ”。 

“所 有 事物 都 是 符号 ”这 种 说 法 未 免 太 广泛 了 。 现 代 符号 
学 中 所 谈 的 “符号 ”总 是 为 传播 一 定 的 信息 而 用 ， 不 用 于 传播 
和 则 算 不 上 符号 。 尽 管 人 们 经 常 说 云 是 十 的 标 

， 烟 是 火 的 标志 ， 但 是 ， 符 号 学 不 承认 它们 的 符号 地 位 ， 因 
为 这 些 “ 云 ” 和 “ 烟 ” 并 无 意 传播 给 我 们 一 种 信息 ， 它 和 在 地 
面 上 留 下 了 形迹 的 作案 犯 一 样 。， 

- 不过， 自然 标志 可 以 当 作 符号 来 使 有 用， 例如， 电视 机 播放 
的 气象 图 中 的 云 ， 公 安 部 门 对 于 指纹 的 语言 描述 。 

为 了 区 别 于 自然 标志 ， 人 们 把 符号 定义 为 传播 意识 的 一 种 
意愿 标志 。 一 种 符号 就 是 一 种 刺激 ， 也 就 是 一 种 可 感 的 实体 ， 
se el al 种 刺激 的 影像 连 在 一 起 。 因 此 ， 语 

及 语言 的 各 种 辅助 手段 ， 礼 仪 ， 交 通讯 号 等 等 ， 0 
符号 。 

有 些 数学 家 ， 还 对 “符号 ”和 “记号 ”两 词 加 以 区 别 。 所 
谓 记 号 是 指 一 些 我 们 感觉 的 外 界 素 物 ， 它 们 可 以 彼此 区 别 ， 并 
且 可 以 根 根 一 定 规则 而 对 应 于 别 的 事物 。 例 如 ， 用 耳 感 觉 到 的 
声音 ， 用 目 感 觉 到 的 图 形 、 文 字 ， 用 收报 机 感觉 到 的 电波 等 。 

各 记号 之 间 有 一 种 关系 叫做 同型 关系 或 等 价 关系 。 这 种 同 
型 关系 满足 三 个 性 质 ， 

自 肥 性 ， 每 个 记号 与 自己 同型 ， 

对 称 性 ， 著 甲 与 乙 同型 ， 则 乙 与 里 同 贸 ， 

可 传 性 ， 若 甲 与 乙 人 同型， 乙 与 两 同型 ， 则 殷 与 丙 同 异 。 

把 同型 的 记号 的 共同 性 质 抽 象 出 来 就 可 得 到 符号 概念 。 

例如 ， 伸 香 四 个 手指 ， 绳 上 打 四 个 结 ， 墙 壁 上 画 四 条 横 线 


和 莹 里 放 四 粒 豆 等 ， 都 可 作为 记号 ， 它 们 可 以 看 作 是 同型 的 ， 
对 这 类 记号 进行 抽象 就 可 得 到 一 个 符号 “4 ”的 概念 。 

按照 这 种 观点 ， 记 号 被 姥 作 是 具体 的 事物 ， 而 符号 则 是 经 
过 抽象 而 得 的 抽象 的 东西 。 在 很 多 书刊 中 对 符号 与 记号 两 词 不 
加 区 分 ， 有 时 ， 确 实 蕉 以 严格 区 分 。 

人 类 为 什么 要 创造 符号 呢 ? 事情 很 简单 ， 当 我 们 讨论 或 提 
到 某 一 事物 时 ， 在 一 般 情 况 下 ， 不 能 使 用 该 事物 的 本 身 ， 而 必 
须 使 用 表示 该 事物 的 符号 。 例 如 ， 当 我 们 讨论 到 火山 、 地 人 志 或 
洪水 时 。 我 们 不 可 能 把 “火山 ”、“ 地 震 ” 或 “洪水 ” 带 到 会 
议 桌 上 * 当 我 们 襄 “ 没 有 见 到 过 外 星人 入” 时， 我 们 不 可 能 拿 出 
外 星人 人。 人们 不 得 不 处 处 创造 符号 、 使 用 符号 。 

语言 就 是 漫 透 到 人 类 生活 的 各 个 角落 的 符号 ， 是 谁 都 知道 
且 必 须知 道 的 符号 。 它 是 人 们 每 天 接 圾 的 最 部 悉 的 符号 体系 ; 
是 人 类 接触 到 的 各 种 各 祥 符 号 体系 中 最 典 昏 的 符号 体系 。 人 们 
常 说 “语言 是 传达 思想 的 手段 ”， 或 者 因为 考虑 到 语言 的 感情 
功能 而 说 “语言 是 表现 、 传 达 思想 和 感情 的 手段 ”。 其 实 ， 语 
言 不 仅 是 “手段 ” ， 它 还 超越 了 手段 的 意义 。“ 语 言 ” 同 文化 
和 思考 问题 的 方法 都 有 着 深刻 的 联系 。 因 此 ， 有 些 学 者 提出 ， 
语言 是 “文化 的 象征 ， 从 而 它 能 够 规定 思考 方式” 语言 是 
“文化 的 模式 ”， 除 掉 具 有 作为 手段 和 实用 功能 外 还 具有 美学 
功能 


二 、 符 号 与 人 状 的 关系 


符号 源 出 于 人 类 的 “给 予 意 义 ”的 行为 ， 即 给 予 某 种 事物 
以 某 种 意义 ， 从 某 种 事物 中 领会 出 某 种 意义 。 凡 是 人 类 所 承认 
的 “有 意义 ”的 事物 均 成 为 符号 。 


人 类 的 “给 予 意义 ”的 行为 ， 在 日 常生 活 中 ， 首 先是 依靠 
“语言 "的 使 用 进行 的 ， 通 过 “创造 语言 ”给 予 某 种 事物 以 其 
种 意义 。“ 创 造 语言 ”似乎 是 非常 崇高 的 事情 。 其 实 ， 这 种 
“创造 语言 ”的 事 迪 是 所 有 的 人 都 在 不 停 的 进行 着 的 。 最 切 近 ， 
简单 的 例子 是 日 常生 活 中 的 “命名 ”行为 。 例 如 ， 某 入 为 肖 己 
咀 养 的 小 猫 起 名 为 “小 花 " 。 为 什么 要 起 名 字 呢 ? 当然 是 为 了 
区 别 于 其 它 的 猫 。 这 只 猫 对 自已 来 说 ， 具 有 不 同 于 其 它 猫 的 特 
殊 价 值 。 由 于 赋予 特别 的 名称， 使 其 不 能 为 其 它 所 代替 ， 从 而 
完成 了 给 予 意 义 的 活动 。 诗 人 、 文 学 家 、 政 治 家 等 “为 了 打破 
日 常 语言 的 约定 俗 成 的 习惯 ”都 不 断 地 “创造 语言 ”， 并 把 这 
种 由 新 鲜 的 语汇 创造 出 来 的 意思 ， 当 作 超 越 日 常生 活 的 手段 。 
只 要 新 的 语汇 共有 某 种 意思 ( 或 能 当 作 意义 解释 ) ， 那 么 它 就 
是 “符号 ”， 己 不 再 是 按照 习惯 去 表现 旧 有 内 容 的 “标志 ”， 
而 是 新 诞生 的 符号 。 例 如 ，“ 棋 坛 新 星 ”、 “东方 巨 龙 ”、 
“ 芦 蕊 火种 ”等 等 。 新 的 “符号 ”所 产生 的 新 内 容 给 我 们 这 个 世 
界 增 添 了 新 知识 。 这 的 确 是 一 种 创造 活动 ， 是 “创造 语言 ”的 
活动 。 
人 们 对 于 某 些 对 象 命名 时 ， 无 须 清楚 了 解 它们 的 本 来 面 自 
和 性 质 。 比 如 ，“ 上 帝 ” 一 词 早 已 被 创造 出 来 ，“ 上 帝 ” 的 本 
来 面目 究竟 是 什么 ， 也 许 始 终 弄 不 清楚 。 尽 管 如 此 ， 人 们 总 想 
通过 命名 ， 假 想 某 物 的 压 在 ， 并 根据 与 自己 的 关系 ,给 它 规定 
一 个 位 置 。“ 上 帝 ” 这 个 符号 是 人 们 学 试 抓 住 某 个 未 知 物 ， 和 根 
据 它 与 自己 的 关系 给 予 它 意 义 ， 把 它 引 进 我 们 这 个 世界 中 的 产 
物 。 在 自然 科学 中 也 常常 引进 某 些 未 知 的 基本 粒子 或 行星 的 移 
号 ， 进 行 理性 论证 。 近 几 年 ， 人 们 把 天 空 中 某 种 “飞行 物 ” 
命名 为 “不 明 飞行 物 ”， 关 于 “不 明 飞 行 物 ”的 研究 越 来 越 爱 
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到 人 们 的 关注 。 从 宗教 、 艺 术 到 科学 的 尖端 领域 ， 人 们 总 是 要 
给 周围 事物 命名 ， 赋 予 总 义 ， 给 以 符号 ， 以便 捕捉 未 知 ， 研 冤 
客观 世界 、 掌 援 客观 世界 。 
现代 ， 符 号 的 概念 已 不 再 限于 人 类 言语 活动 的 一 些 标 志 ， 
它 已 扩展 到 人 类 社会 的 很 多 方面 。 人 文科 学 中 的 神话 、 宗 教 、 
文学 等 等 ， 都 被 视 为 符号 系统 :自然 科学 的 各 个 分 支 也 几乎 都 
备 有 共 符 号 系统 。 不 过 ， 关 于 语言 符号 的 研究 ， 至 今 还 是 最 重 
要 的 ， 因 为 ， 它 “简直 就 是 其 他 符号 研究 的 基础 和 模式 ”。 
人 类 使 用 以 语言 为 中 心 的 各 种 各 样 的 符号 ，“ 肯 定 和 维持 
已 经 诞生 的 人 类 文化 秩序 使 之 功能 化 ”，; “有 效 地 处 理 新 的 事 
: 物 ， 把 握 其 意义 和 价值 ， 并 把 它 纳 入 秩序 化 的 世界 中 ” ， 以 致 
创造 新 的 科学 世界 。 正 如 有 些 学 者 所 说 ， 人 类 是 “使 用 符号 的 
动物 ”。 . 


三、 符号 形式 与 符号 内 容 


任何 符号 都 包括 两 个 方面 ， 即 符号 形式 〔 能 指 ) 与 符号 内 
容 (所 指 )。 符 号 是 传播 意识 的 一 种 意愿 标志 ， 其 核心 就 是 用 
“ 某 事物 代表 某 事物 ”。 任 何 符号 总 依赖 于 两 个 “ 某 事物 ”之 
闻 根 互 依存 的 关系 。 人 们 就 把 这 两 项 依次 称 作 “符号 形式 〈 能 
指 ) ”和 “符号 内 容 【 所 指 ) ”。 瑞 士 赣 名 语言 学 家 、 现 代 语 
言 英 共 人 索 绪 尔 称 前 者 为 “声音 形象 ” ， 而 后 者 是 “声音 形象 
.所 表达 的 概念 ”， 还 有 些 学 者 把 这 两 项 称 为 “表达 宕 面 ”和 
“内 容 平 面 ”。 例 如 ，1949 年 南京 “总 统 府 ”门楼 上 升 起 五 星 
乞 底 ,五 星 红 让 是 “符号 形式 ”或 叫 “ 能 指 ”，“ 南 京 解放 " 
就 是 “符号 内 容 ” 或 下“ 所 指 ”。 

符号 的 功能 是 用 符号 形式 代表 符号 内 容 ， 其 基础 是 “符号 
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形式 ”和 “符号 内 容 ” 之 间 的 相互 依存 关系 。 缺 少 这 两 项 里 的 
任何 一 项 ，“ 符 号 ”以 至 “符号 功能 ”都 不 能 成 立 。 例 如 ， 婴 
殉 模 仿 人 类 语言 说 “早上 好 ”的 时 候 ， 从 表面 大 来 使 用 了 人 类 
一 至 的 符号 ， 但 是 它 使 用 这 种 符号 并 非 出 于 同样 的 符号 内 容 ， 
所 以 不 能 说 鹦 殉 与 人 类 使 用 的 是 同样 的 “符号 ”或 “符号 形 
式 ”， 其 实 ， 它 们 都 是 一 些 无 所 指 的 或 者 说 没有 符号 内 容 的 事 
物 , 不 应 作为 “符号 形式 ”来 处 理 。 

另外 ， 即 使 有 内 容 ， 不 给 予 表 现形 式 ， 那 它 也 谈 不 上 是 
“符号 ”或 “符号 内 容 ”。 而 且 ， 就 是 在 由 于 人 的 主动 性 解 
释 ， 使 “事物 ”“ 符 号 ”化 的 袍 造 过 程 中 ， 也 只 有 当 某 种 意义 
(“符号 内 容 ”、“ 所 措 ” ) 被 解释 后 ， 这 事物 才 化 为 “符号 形 
式 ”。 

“符号 形式 ”与 “符号 内 容 ” 在 逻 拇 上 为 相互 依存 的 关系 
是 十 分 明 王 的 。 但 是 ， 二 者 的 相互 依存 关系 在 心理 上 并 不 一 定 
总 是 对 称 的 。 在 日 常 使 用 的 语言 中 ，“ 符 号 ”一 词 的 运用 常常 
是 指 “符号 形式 ”。 这 是 由 于 在 符号 的 两 个 侧面 中 ，“ 符 号 形 
式 ” 对 我 们 来 说 ， 是 可 以 以 某 种 形式 感觉 到 的 对 象 ， 而 “符号 
内 容 ” 则 未 必 。 由 于 符号 形式 属于 符号 “显眼 的 ”侧面 ， 所 以 
它 很 容易 与 “符号 ”本 身 的 存在 联结 起 来 ， 障 示 “ 不 显眼 的 " 
符号 内 容 的 存在 ， 从 而 代表 着 “符号 ”整体 。 例 如 ，“ 停 止 ” 
这 个 符号 形式 ， 就 属于 这 种 情况 。 如 果 球 赛 正 在 进行 ， 这 “ 显 
眼 的 ”“ 符 号 形式 ”就 会 暗示 双方 以 “符号 内 容 ” 一 一 “停止 
球赛 ”。 反之, 用 “符号 内 容 ” 代 表 “ 符 号 ” 整体 就 困难 
vy 

“符号 形式 ”优先 ， 最 典型 的 例子 是 宗教 性 的 象征 符号 。 
这 种 象征 符号 中 的 “符号 内 容 " 是 在 日 常 应 用 的 符号 的 层次 上 难 . 
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以 理解 的 。 它 超 直 了 日 常 范 围 的 体验 。 信 徒 门 相信 在 作为 “ 符 
号 形式 ”的 象征 符号 背后 ， 存 在 着 某 种 “符号 内 容 ”， 并 有 意 


识 地 体验 和 把 提 它 .纳粹 分 子 的 记号 ”三 二 ", 其 功能 也 近似 


于 宗教 性 的 象征 符号 。 只 要 作为 象征 符号 的 “符号 形式 ”被 明确 
地 规定 下 来 ，“ 符 号 内 容 ” 的 存在 就 会 充分 得 到 暗示 。 


四 、 符 号 学 


符 屿 学 ,顾名思义 ， 是 有关 符 号 的 科学 。 

有 关 符 号 的 思想 ， 可 以 追 潮 到 古代 。 丁 希腊 最 伟大 的 哲学 
家 亚 里 士 多 德 在 《解释 篇 》 中 论 及 语言 时 ， 已 涉及 符号 问题 。 
他 写 道 ，“ 忠 嗓子 发 出 的 声音 是 心灵 状态 的 象征 ， 写 出 的 词句 
是 由 喉 子 发 出 的 词 名 的 夭 征 。 同 样 ， 写 出 的 文字 ,在 所 有 的 人 
那里 不 会 一 样 ， 说 出 的 话 也 不 会 者 一样 ， 尽 管 心 灵 状 态 在 所 有 
a tbs 

。” 这 里 ， 他 已 经 谈 到 了 宫 音 、 心 灵 状 态 和 事物 之 间 的 关 
人 

稍 后 ， 斯 多 高 派生 学 家 们 为 了 建立 严密 的 三 段 论 逻 辑 而 了 明 
确 讨论 了 符号 问题 。 他 们 认为 ， 符 号 有 其 发 音 的 部 分 ， 有 其 被 
揭示 的 事物 ( 它 取 决 于 人 们 的 思维 )， 有 其 被 指示 的 外 部 对 象 。 
它们 是 连 在 一 起 的 ， 其 中 ， 声 音 和 对 象 是 有 形 的 ， 而 事物 是 无 
形 的 。 这 与 人 们 现在 所 讲 的 能 指 、 所 指 和 指 代 对 象 三 个 概念 已 
十 分 凌 近 。 

到 了 47 世纪， 伟大 的 哲学 家 、 数 学 家 菜 布 尼 茨 ， 全 面 好 发 
展 了 斯 多 葛 派 暂 学 家 关于 符号 的 思想 ， 他 认为 关于 符号 的 科 


学 ， 应 能 排列 符号 ， 使 其 表达 所 思 。 他 终生 的 事业 之 一 是 寻找 
一 种 通用 语言 ， 潜 心 研究 《万 能 算法 》。 他 的 目标 是 建立 一 种 
符 导 和 术语 的 体系 ， 以 便 赣 理 和 简化 逐 担 推 理 的 基本 要 染 。 他 
在 数学 中 达到 了 自己 的 目标 。 在 一 切 科学 和 数学 中 ， 他 所 建立 
的 无 穷 小 运算 是 符号 和 术语 体系 的 极 好 范例 。 菜 布 尼 欧 被 准 为 
历史 上 最 伟大 的 符号 学 省 之 一 。 

19 世 纪 ， 布 尔 的 符号 逻 指 发 展 了 莱 布 尼 茨 的 《万 能 算法 》。 
布尔 在 其 《逻辑 的 数学 分 析 》 中 ， 把 数学 方法 引入 了 膛 拇 学 ， 
同时 ， 提 出 不 借助 哲学 和 心理 学 就 可 以 说 明 能 指 过 程 的 一 些 数 
学 程序 。 正 是 在 这 一 道路 上 ， 美 国 哲 学 家 、 催 得 学 家 皮尔 斯 提 
出 有 必要 建立 一 种 新 科学 ,这 种 科学 论述 符号 的 意 指 作 用 能 
指 与 所 指 之 间 的 关系 ) ， 论 述 意 指 作用 诸 系统 间 的 可 调换 性 以 
及 它们 在 物质 范 栈 内 的 关系 ， 这 就 是 符号 学 。 在 他 看 来 ， 符 号 
学 只 不 过 是 更 广 证 意义 上 的 逻辑 学 的 代 和 名词， 他 写 道 : 

“逻辑 学 ， 我 认为 我 曾 指出 过 ， 就 其 一 般 意 义 而 论 ， 只 不 
过 是 符号 学 的 另 一 种 说 法 而 已 ， 符 号 学 是 关于 符号 的 几乎 是 必 
然 的 积 形式 的 学 说 。 在 把 这 门 学 科 描 述 成 “几乎 是 必然 的 或 形 
式 的 学 科 的 时 候 ， 我 注意 到 ， 我 们 是 竭力 来 观察 这 些 符号 的 特 
征 的 ， 而 且 ， 根 据 这 些 观察 ， 并 借助 于 抽象 活动 的 一 种 过 程 ， 
我 们 已 经 到 了 可 以 对 由 科学 才智 使 用 的 各 类 符号 的 特征 进行 十 
分 必要 的 判断 的 时 候 了 。” 

他 的 《存在 的 曲线 图 》 一 书 ， 使 人 署 出 ， 他 曾 试 图 建立 一 
种 广泛 的 符号 学 。 

， ”几乎 在 闻 一 个 时 期 索 绪 尔 把 符号 学 设想 为 “研究 社会 生 
活 申 符号 生命 的 科学 ”。 他 把 言语 活动 慎 成 是 一 个 系统 ， 而 这 
个 系统 又 不 同 于 纯粹 的 逻辑 系统 。 他 写 道 : 
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“语言 是 一 种 足 这 观念 的 符号 系统 ， 因 此 ， 可 以 比 之 于 文 
学 、 葵 吓人 的 字母 、 和 象征 仪式 、 礼 节 、 形 式 、 军 用 信号 等 等 。 
它 只 是 这 些 系统 中 最 重要 的 。 因 此 ， 我 们 可 以 设想 有 一 种 研究 
社会 生活 中 符号 生命 的 科学 ， 它 将 构成 普通 心理 学 的 一 部 分 ， 
我 们 称 它 为 符号 学 。 它 会 告诉 我 们 符号 是 出 什么 构成 的 ， 受 什 
么 规律 支配 。 因 为 这 门 学 科 还 不 存在 ， 我 们 说 不 出 它 将 会 是 什 
么 样子 ， 但 是 ， 它 有 存在 的 权利 ， 它 的 地 位 是 预先 确定 了 的 。 
语言 学 不 过 是 这 门 一 般 科学 的 一 部 分 ， 将 来 符号 学 发 现 的 规律 
也 可 应 用 于 语言 学 ， 所 以 后 者 将 属于 全 部 人 文 现 象 中 一 个 非常 
确定 的 领域 。”" 

这 里 索 结 尔 明 确 了 语言 学 和 符号 学 之 间 的 关系 ， 并 预示 了 
语言 学 研究 将 会 对 普通 符号 学 的 发 展 做 出 贡献 。 

大 们 一般 认为 ， 皮 尔 斯 与 索 续 尔 是 现代 符号 学 的 旋 基 人 。 
绽 结 尔 着 重 符号 的 社会 功能 ， 皮 尔 斯 着 重 符号 的 逻辑 项 能 。 这 
两 方面 是 密切 相关 的 。 

有 闫 符号 的 一 般 理 论 是 在 本 世纪 初 才 出 现 的 。 这 种 理论 最 
韧 以 普通 滞 义 学 的 名 称 ， 首 先 引 起 了 逻辑 学 家 们 的 兴趣 。 索 绪 
尔 的 设想 ， 很 晚 才 得 到 实施 、 那 是 1964 年 ， 法 国 著名 符号 学 家 
罗兰 .巴特 写 出 了 《 符号 学 机 素 》 一 文 。 

1969 年 ， 国 际 符号 学 研究 协会 成 立 ， 这 标志 着 符号 学 研究 
进入 了 一 个 新 阶段 。 之 后 ， 欧 、. 美 .前 苏联 及 目 本 等 国 均 有 不 少 
人 开始 研究 符号 学 ， 很 多 学 科 都 采用 了 符号 学 的 研究 方法 ; 符 
号 的 分 类 研究 ， 导 致 了 符号 学 研究 的 各 个 分 支 ， 使 人 们 看 到 符 
号 学 在 不 少 领域 具有 广阔 的 前 景 。 

目前 ， 数 学 符号 学 ， 还 是 卫 待 开明 的 “处 女 地 ”。 


$2 数学 符号 


数学 的 世界 是 一 个 符号 化 世界 。 

使 用 符号 是 数学 史上 的 一 件 大 事 。 符 号 和 公式 等 人 工 语言 
的 制定 是 最 伟大 的 科学 成 就 ， 它 在 很 大 程度 上 决定 了 数学 的 进 
一 步 发 展 。 数 学 语言 “就 像 一 座 灯 塔 ， 照 亮 了 黑暗 中 的 巨大 地 
' 域 ， 照 亮 了 髓 然 的 未 被 揭 索 的 秘密 。” 

一 、 数 学 语言 

数学 的 语言 是 由 一 些 符 号 和 记号 组 成 的 语言 。 

数学 概念 本 身 是 质 象 前 ， 无 影 无 踪 的 ， 为 了 把 数学 概念 传 
播 出 去 ， 就 必须 异动 于 一 种 具体 的 ,使 人 能 感受 到 的 可 代用 物 。 
这 种 不 得 不 被 无 休 正 地 使 用 的 代用 攀 就 是 数学 符号 。 

“符号 是 交流 与 传播 数学 思想 的 媒介 ”。 上 世界 各 国都 有 各 
汤 竟 语言， 汉语 、 英 请、 法 语 、 初 语 、 俄 语 …… ， 但 数学 语言 2 
可 以 世界 通用 ， 它 是 “国际 性 的 ,是 唯一 完全 国际 化 的 语言 。 
全 世界 的 人 ， 凡 是 受过 初等 教育 的 信人， 都 认识 下 列 符号 语言 ， 
不 需要 再 翻译 ; 

(at+bjta—b)=a:—b?* 
“0S25 一 25i 甩 CeDsSC 


大 4BCS22A4 BC 


形式 主义 学 派 曾 提出 一 种 看法 。 数 学 对 象 就 是 符号 本 身 ， 
数学 的 命题 则 是 由 一 定 法 则 组 成 的 符号 系列 ， 这 些 符号 和 符号 
系统 可 能 有 直观 的 洱 义 ， 但 这 些 酒 义 并 不 属于 数学 。 现 代 形 式 
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主义 学 派 代 表 柯 斩 还 提出 ， 数 学 应 当 被 罩 作 一 种 纯粹 的 纸 上 符 
号 游戏 ， 对 这 种 游戏 的 唯一 要 求 就 是 它 不 会 导致 蔬 盾 。 

尽管 这 些 看 法 具有 片面 性 ， 但 它 从 一 个 侧面 反映 了 数学 语 
言 挟 符号 化 特征 : 他 们 的 研究 工作 普 产 生 过 积极 的 作用 ， 推 动 
了 数学 的 发 展 。 

数学 和 的 对 象 决 不 是 符号 本 身 。 一 百 多 年 前 恩格斯 曾 指 出 : 
“ 纯 数 学 的 对 象 是 现实 世界 的 空间 形式 与 数量 关系 。” 根 据 百 
多 年 的 发 展 变化 ， 班 在 徐 利 治 先生 进一步 指出 ， 数 学 是 “实在 
世界 韵 最 一 般 的 量 与 空间 形式 的 科学 ， 同 时 又 作为 实在 世界 中 
最 具有 特殊 性 、 实 践 性 及 多 样 性 的 量 与 空间 形式 的 科学 。” 由 
子 “数学 思想 超越 时 代 与 地 域 ， 在 社会 的 、 政 治 的 以 及 经 济 的 
条 件 之 外 进行 ，*…… 作为 社会 和 经 济 条 件 的 产物 的 自然 语言 
适合 于 这 种 月 的 ， 因 而 不 得 不 发 明了 一 种 为 进行 抽象 思维 的 符 
号 语言 。” 尽 管 这 种 语言 是 抽象 的 ， 但 数学 为 生活 的 各 种 哲学 
提供 了 新 的 基础 。 , 

数学 语言 是 按 下 列 不 局 方 向 改革 自然 语言 的 结 困 ; (1) 简 
化 宵 然 语言 ! (2) 克服 自然 语言 中 含糊 不 洲 的 毛病 ，(3) 扩充 
月 然 语言 的 表达 范 国 。 

自然 语言 有 不 方便 之 处 。 例 如 ， 把 两 数 和 的 立方 公式 用 自 
然 语言 来 表达 ， 该 是 ， 

“两 数 和 的 立方 等 于 第 一 数 的 立方 、 第 一 数 的 平方 与 第 二 
数 的 积 的 3 倍 、 第 二 数 的 平方 与 第 一 数 的 积 的 3 倍 以 及 第 二 数 
的 立方 这 四 项 的 和 。" 
这 样 用 文字 叙述 ,很 繁琐 ,实在 令 人 讨厌 。 如 改 成 数学 语言 

“(otb)=a+ 3ab+30b0:+ 6b" 
就 大 大 缩短 了 语言 表达 的 “长 度 ”， 并 且 还 呈现 出 对 每 本 身 具 
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有 的 对 称 性 ，. 数 学 语言 必须 “从 元 长 的 自然 语言 中 解放 出 
来 。” 

自然 语言 有 含糊 不 清 的 地 方 ， 比 如 ，“ 机 关 ” 可 以 表示 政 
府 部 门 的 各 种 职能 机 构 ， 可 以 表示 阴谋 诡计 ，“ 机 关 算 尽 太 陪 
明 ， 反 误 了 萎 几 性命 。” 还 可 表示 各 种 密室 、 人 金库 等 大 门 上 上 的 
防盗 设施 ，“ 徘 犯 中 了 初 关 ”。 数 学 需 变 准 确 而 清楚 的 语 离 ， 
其 中 每 一 个 符号 ， 每 一 个 由 符号 组 成 的 式 子 只 有 一 个 意思 。 

数学 语言 和 自然 语言 之 间 的 本 质 区 别 之 一 是 变 元 的 使 用 。 
由 于 使 用 了 各 种 变 元 ， 数 学 语言 能 够 很 好 地 表示 一 般 规律 ， 极 
大 好 扩充 了 语 膏 表达 的 范 国 。 . 

可 见 ， 把 数学 语言 叫做 符号 语言 是 有 道理 的 。 尽 管 自 然 话 
言 也 使 用 一 定 的 符号 ， 框 它 与 数学 语言 是 有 本 质 区 别 的 。“ 数 
学 语言 对 任何 人 来 说 ,不 仅 是 最 简单 明了 的 语言 ,而 且 也 是 最 严 
格 的 语言 ”。 当 代 ，“ 数 学 不 仅 是 事实 和 方法 的 总 和 ， 而 且 是 
用 来 描述 各 门 科学 和 实际 活动 领域 的 事实 和 方法 的 语言 ”。 


二 、 和 名字 


一 各 语言 如 果 满 足 两 个 条 件 , 它 就 足以 准确 描述 某 类 对 象 : 
(1) 这 类 中 的 每 个 对 象 都 有 相应 的 语言 表达 一 一 名 字 ; (2) 不 同 
的 对 象 都 有 不 同 的 名 字 。 

如 果 不 满 足 第 一 个 条 件 ， 那 么 语言 就 太 贫 乏 ， 不 足以 描述 
这 类 对 象 如 果 不 满足 第 二 个 条 件 ， 那 么 语言 就 是 含糊 不 清 
的 。 

可 见 名 字 在 语言 中 的 重要 地 位 ， 它 是 与 讲话 中 所 表示 的 对 
象 联系 在 一 起 的 。 一 般 地 ， 人 们 把 语法 中 称 为 考 有 名 词 的 那些 
词 ( 如 “上 海 ”、“ 函 数 ”、“ 太 湖 ” ) 叫做 名 词 。 对 象 是 其 
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名 字 的 代表 者 或 意义 ， 它 既 可 以 是 具体 的 实际 对 象 ， 也 可 以 是 
数学 抽象 物 ( 如 方程 x :一 6 一 0, 人 -4BC ,指数 函 数 的 导数 ) ， 
还 可 以 是 任意 的 概念 、 人 性质、 关系、 过 程 、 事 件 或 事件 系列 
等 。 

同一 个 对 象 可 以 有 许多 不 同 的 名 字 ， 这 些 名 字 按 不 同 的 方 
法 描述 给 定 的 对 象 。 例 如 ， 

记号 5 一 3，8X2 一 14 (7 二 13):10 都 可 作为 数 2 的 不 
同 的 名 字 ， 

i te i i: 
2，1，3，1，4 } 都 是 闻 一 个 集合 的 名 字 ， 

等 式 5 一 3 二 (7 十 13): 10 表 了 明 ， 该 式 左 、 右 两 边 的 名 字 
表示 同一 个 对 象 。 

但 是 ， 在 数学 中 用 作 名 字 的 每 一 个 符号 ， 表 示 的 对 象 不 能 
多 于 一 

必须 区 分 对 象 及 其 名 字 。 在 一 个 句子 中 过 到 一些 对 象 的 名 
字 ， 这 一 句子 讲述 的 是 对 象 ， 和 而 不 是 它 的 名 字 。 例 如 ，“ 将 数 
66 分 成 两 半 ” 这 各 话 ， 是 要 把 记号 66 所 表示 的 对 象 一 一 数 66 分 
成 两 半 ， 结 果 应 该 等 于 33。 如 果 把 这 名 话 误解 为 “将 记号 66 分 
成 两 学 ”， 那 么 结果 将 是 数字 符号 6 。 

我 们 知道 ， 人 人 们 对 于 某 些 对 人 象 命名 时 、 无 须 清楚 了 解 它们 
的 本 来 面目 和 性 质 。 在 数学 中 情况 也 一 样 。 一 般 说 来 ， 有 可 能 
理解 了 名 字 的 涵义 ,但 是 对 其 代表 者 却 什么 也 不 知道 ， 只 知道 

它 是 由 其 活 义 兢 定 的 。 俩 如 | 

“方程 x “一 5x ?十 1 一 0 的 最 小 实 根 ” 

这 一 和 名字 洱 义 是 很 消 楚 的 ， 尽 管 我 们 不 知道 解 五 次 方程 的 
公式 。 利 用 这 个 名 字 的 涵义 ,可 以 计算 这 个 根 到 任意 的 精确 度 。 

了 3 


“有 可 能 理解 了 名 字 的 洱 义 ， 而 并 不 知道 其 代表 者 是 什 
么 。 只 知道 它 是 由 其 涵义 确定 的 。” 这 种 可 能 性 是 人 类 有 能 力 
利用 语言 去 认识 新 束 物 的 基础 。 

由 此 可 见 ， 应 该 桨 “没有 涵义 ”与 “没有 意义 ”这 两 个 术 
语 区 分 开 来 。 例 如 ， 在 自然 数 范围 内 ， 名 字 “ 方 程 x 十 4 二 3 
的 根 ” 是 没有 意义 的 ， 或 者 说 这 样 的 对 象 是 不 存在 的 ， 但 这 时 
这 个 名 字 却 有 着 清楚 的 涵义 ， 它 是 这 样 的 一 个 数 ， 将 它 代替 方 
程 中 的 x 以 后 等 号 左 涩 与 右边 得 到 同一 个 数 的 名 字 。 同 样 地 ， 
在 实数 范围 和 内， 名 字 vV 一 4 没有 意义 ， 但 它 有 涵义 一 一 平方 等 
于 一 4 的 数 。 

另外 ， 一 个 名 字 有 没有 意义 ， 与 所 讨论 对 象 的 江 围 有 关 。 
当 对 象 的 范围 扩充 时 ， 本 来 只 有 潘 义 的 名 字 也 可 能 获得 意义 。 
例如 ， 名 字 w 一 4， 在 将 实数 集 扩充 到 复数 集 时 就 可 得 到 确定 
的 值 。 


三 、 变 元 

在 数学 中 ， 始 终 表示 同一 对 象 的 记号 叫做 党 元。 因此， 人 
们 把 各 种 数学 对 象 的 名 字 称 为 常 元 ， 因 为 每 个 名 字 始 终 表 示 辐 
一 个 对 象 。 例 如 ， 名 字 “6 ”，“sin”《 表 示 正 弦 函 数 )， 
“六 ” (表示 自然 数 集 ) ，“w 3” 等 等 都 是 常 元 。 

在 数学 中 ， 常 常会 通 到 这 样 的 符号 , 它 表 示 某 一 集合 的 “和 任 
意 的 对 象 ”。 

例 求证 任 一 自然 数 与 其 后 继 数 的 积 恒 被 2 整除 。 

考虑 到 自然 数 集 入 的 无 限 性 ， 我 们 不 可 能 用 列举 法 对 每 个 
误 然 数 逐 个 进行 证 明 。 这 导 可 以 先 取 “和 任 一 自然 数 n” ,再 对 这 
个 数 “n” 分 两 种 情况 讨论 ， 
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* 当 n 为 偶数 时 ,n(n 十 ] ) 是 偶数 ， 当 nn 为 辣 数 时 , (nn 十 1) 
是 偶数 ， 因 此 n(n 十 1 ) 是 偶数 ”。 

在 上 述 证 明 过 程 中 用 到 了 符号 za, 它 表示 自然 数 集中 任意 的 
元 素 。 如 果 用 自然 数 的 具体 元 素 的 名 字 来 代替 ， 就 可 证 得 这 个 
具体 元 素 符合 命题 的 结论 ( 例如 ,车 + 二 3 ， 则 3(3 二 1) 是 偶 
数 )。 

可 见 , 上 述 推理 过 程 中 的 符号 a 起 着 具体 名 字 的 代表 者 的 作 
用 ， 就 像 在 自然 语言 中 代名词 起 着 名 词 代表 者 的 作用 一 样 。 在 
数学 中 ， 与 这 种 符号 # 相 类 似 的 符号 就 叫做 变 元 。 

这 就 是 说 ， 变 元 是 一 种 符号 ， 它 可 以 表示 某 一 集合 的 “ 任 
意 的 对 象 ” 。 这 个 集合 是 由 可 以 代替 变 元 的 元 素 所 组 成 的 ， 它 
惠 做 这 个 变 元 的 值 集 或 变 域 。 通 常 要 求 它 是 非 空 的 。 

数学 表达 式 的 性 质 与 变 元 的 变 域 密切 相关 。 例 如 ， 要 把 x 
一 4 分 解 因 式 , 则 需 根据 变 元 x 所 在 的 变 域 ,分 别 对 有 理 数 域 ， 
实数 域 ,复数 域 逐 个 讨论 。 因 此 , 使 用 变 元 时 ,始终 要 注意 变 域 。 

变 元 是 一 个 非常 基本 的 概念 ， 表 面 上 堵 来 又 是 极其 简单 的 
概念 ,以 致 育 的 数学 家 讲 :“ 变 元 的 概念 并 不 是 逻辑 上 必需 的 ， 
可 以 根本 不 必 引 入 。” 事 实 上 ， 变 元 是 “数学 语言 的 元 素 ”， 
“不 论 在 数学 中 、 数 理 逐 辑 中 乃至 日 常 语言 中 都 点 着 非常 重 
楼 、 非 常 关键 的 地 位 。”“ 相 澄清 数学 中 某 些 模 糊 不 清 或 容易 混 
请 的 概念 ,就 离 不 开 变 元 。 苏 联 数学 教育 家 斯 托尼 亚 尔 曾 指出 : 
“传统 教学 法 的 根本 缺点 之 一 ， 是 它 没 有 形成 学 生 关 于 数学 语 
言 的 最 重要 因素 一 一 关于 名 字 和 变 元 的 概念 。" 

目前 ， 很 多 人 已 接受 这 样 的 观点 ， 所 谓 变 元 ， 应 该 是 指 符 
号 不 应 该 指 事物 或 指数 量 ， 严 格 地 讲 ， 变 元 是 一 种 符号 ， 它 可 
以 用 以 代替 某 类 符号 中 的 任意 一 个 符号 。 通 常 ， 人 们 说 “ 变 元 
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可 表示 任意 一 个 变 域 中 的 率 物 ”， 数 学 家 罗 罕 聪 谨 “ 变 元 所 指 
是 含混 的 ， a Dt ils ee on 
的 。 上 所 谓 “ 任 意 ”， 所 调 “ 不 确定 ”， 应 读 就 符号 而 言 ， 椒 应 
该 就 外 办 的 率 物 而 言 。 因 此 ， 很 多 读者 把 变 元 看 作 “ 变 量 ”， 
以 为 是 外 历 的 量 的 一 种 ， 这 种 看 法 是 不 够 妥当 的 。 

关于 “变量 ”一 - 词 ， 自 从 17 世 纪 引 入 数学 以 来 ， 它 的 意义 
一 直 是 不 清楚 的 。 一 提 到 变 ， 自 然 辟 楷 涉 到 时 间 ， 而 时 间 在 数 
学 中 还 没有 很 好 地 定义 了 过。 从而，“ 自 变量 ”这 个 提 法 本 身 也 
是 存 缺 点 的 ， 因 为 它 必 定 依赖 于 时 间 而 变 ， 不 可 能 脱离 时 间 而 

“ 疡 变 ”。 有 些 学 者 主张 记 弃 变 置 这 个 请， 而 将 自 变量 改称 为 

“Argument”( 德 文 ) ， 但 是 ， 它 至 今 没 有 恰当 的 详 名 ， 不 
应 再 译 成 自 变 量 是 肯定 的 。 还 有 人 主张 干脆 将 “ 自 变 量 ”、 

“ 因 变 到 ”分 别 改 称 汶 “first entry” ，“Second entry”， 
而 这 两 个 谓 也 没有 很 好 的 译名 。 因 此 ， 人 们 还 只 能 按 习 惯 不 断 
地 用 “变量 ”，“ 自 变 品 ”，“ 因 变量 ”等 词 。 

变 元 可 代替 其 鹿城 由 的 任何 符号 ， 及 过 来 ， 官 的 位 置 便 可 
”由 变 域 中 的 任何 符号 来 填 入 。 因 此 ， 变 元 基本 上 就 是 空位 。 在 
国外 的 文献 中 常 把 变 元 称 为 “位 置 保持 者 “Placeholder”( 英 
文 )、“Platzhalter”《 德 文 ))， 它 反映 了 变 元 的 实质 , 非 
常 富 于 表现 力 。 

”我 国 第 一 届 华 罗 岂 金杯 少年 数学 邀请 赛 中 ， 有 一 题 是 ， 
将 0，1，2，3，4，5，86 这 七 个 数字 填 在 殴 甸 和 方 格 
内， 每 个 数字 恰好 出 现 一 次 ， 组 成 只 有 一 位 数 和 两 位 数 的 整数 
算式 。 问 填 在 方 格 内 的 数 是 几 ? 


Ox O=D=O * O 
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现在 我 国 小 学 数学 教学 中 经 常 使 用 这 类 带 “ 小 空 盒子 "或 者 “小 
窗户 ”的 语言 。 这 样 做 有 好 处 ， 人 异动 这 种 “语言 ” 共 至 能 进 -一 
下 每 济 代 数 中 一 系列 的 公式 ， 例 妇 : 


+O (+ 口 ] 


美国 小 学 数学 教育 现代 化 活动 的 领导 人 戴 维 斯 曾 断 言 ， 从 
“小 窗户 ”过 渡 到 字母 很 自然 而 且 也 比较 容易 。 

这 样 做 ， 可 以 得 到 关于 变 元 的 正确 观念 。 其 根本 原因 就 在 
于 “ 交 元 基本 上 就 是 空位 ”。 

但 是 ， 变 元 和 空位 毕竟 不 相同 。 数 学 中 不 可 能 长 其 使 用 带 
“小 窗户 ”的 语言 。 对 这 种 带 ' 小 窗户 ”的 式 子 要 进行 数学 推 
演 是 困难 的 、 不 方便 的 。 因 此 从 长 远 说 来 ， 必 须 引进 变 元 的 要 
念 及 符号 ， 否 则 数学 是 不 能 向 前 发 展 的 。 

在 某 些 符号 组 含 中 出 现 的 古怪 变 元 是 不 能 用 其 值 营 代 的 。 


例如 ， 符 号 组 合 
th 1 
"=! 十 1) 


署 来 好 像 含 有 变 元 nx, 但 如 果 用 3 来 代替 4， 就 得 到 一 个 无 意义 
的 符号 组 合 

Sm 1 

tai1) 


后 


事实 上 ，“ 号 -05 二 7” 是 一 个 完整 的 符号 ， 它 表示 和 式 
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1 


ma a 1 - 
TACITIDT ari tri acariy + 
5(5+1) 6(86 十 1) 
基 中 并 不 含有 变 元 。 


严格 地 讲 ， 这 种 古怪 的 变 元 根本 不 是 变 元 ， 但 通常 则 说 ， 
它 以 约束 形式 引入 符号 组 合 ， 称 为 约束 变 元 ， 例 如 ; 

记号 “' 写 ” 将 变 元 4 “约束” 在 符号 组 合 “0# 守 7 了 ”中 
《 在 zc5 计 7 中， 是 自由 变 元 ， 它 可 以 取 任 一 自然 数值。) 


在 公式 limx*=4 和 | x *dx= 也 中 ，x 也 是 作为 约束 变 
元 引入 的 ， 在 第 一 个 公式 里 它 约束 于 算 符 “1im”， 在 第 二 个 
公式 里 它 约束 于 中 dx" 。 

在 公式 x?== 4 和 xy<10 中 ，x 是 自由 变 元 。 

在 某 些 符号 组 合 中 ， 则 一 个 字母 既 可 作为 自由 变 元 ， 又 可 


作为 约束 变 元 ， 初 如 | "x?dx。 
如 果 某 变 元 是 约束 变 元 ,那么 它 可 以 换 成 其 他 的 任 一 符号 ， 
而 不 改变 表达 式 的 涵义。 例如 记号 


让 K=é 1 


之 和 与 pe 
有 同一 活 义 一 一 它们 表示 同一 个 各 式 。 如 果 在 表 达 式 中 变 元 
是 自由 变 元 ， 那 么 用 另 一 个 字母 替代 它 时 ， 表 达 式 就 改变 了 洒 
义 。 例 如 ， 表 达 式 “3x 十 6” 与 “3y 十 6” 是 不 同 的 。 

在 数 集 中 取 值 的 变 元 称 为 数值 变 元 ,在 现代 数学 中 ,不 仅 要 
应 用 数值 变 元 ， 还 广泛 应 用 点 、 向 量 、 函 数 、 集 合 以 及 命题 的 
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变 元 。 合 如， 我 们 考察 命题 : 
“如 时 x ， 那 么 数 3a 被 9 整除 ”。 
邵 困 这 里 的 x 用 命题 ” 数 a 被 3 整除 ”代替 ,就 得 到 一 个 真 命题 ， 
“如 果 数 a 被 3 整除 ， 那 么 数 3e 被 9 整除 ” 。 这 里 ， 变 元 x 
的 值 是 一 个 命题 ， 这 样 的 变 元 x 就 是 一 个 命题 变 元 。 
各 种 类 型 的 变 元 的 应 用 极 大 地 扩展 了 数学 语言 的 表达 力 。 
当然 “ 变 ” 与 “不 变 ” 总 是 相对 的 。 例 如 ， 在 
“函数 :x 一 > { x 除了 在 整数 点 上 间断 外 , 在 其 余 一 切 
的 点 x 上 连续 ” 
这 个 命题 中 ,字母 用 作 常 元 , 即 作 为 一 个 确定 的 函数 的 名 
字 。 而 在 命题 
“ 闭 区 间 上 的 连续 函数 六 ,在 该 区 间 上 总 能 取得 最 大 值 与 最 
小 值 ” 
中 ， 字 母 1 用 作 变 元 ( 它 是 一 个 全 称 量词 ,表示 闭 区 间 上 的 任意 
一 个 连续 函数 ) 。 
在 中 学 数学 里 , 经 常用 形 如 “函数 /(x ) 一 x2" 的 式 子 来 表 
示 “ 函 数 /:x 一 >x*” 的 意义 ,在 这 些 式 子 里 ， 字 母 f 也 是 用 作 
常 元 ， 
四 、 数 学 语言 表达 的 分 类 
数学 符号 从 其 作用 上 可 分 为 以 下 中 类 
1。 元 素 符号 。 表 示 数 或 几何 图 形 的 符号 称 为 元 素 符 号 。 例 


数字 符号 0，1，2，3，4，5，6，7，8，98 
表示 数 的 字母 a,b， CX YY 2 
某 些 特定 的 常数 ee， 7， fs 
三 角形 的 边 a， b,c¢3 
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三 沿 形 的 角 A，B, Cs 

另外 ， 还 有 人 A 人 ，， 口 ， 操 等。 

数字 符号 及 e、; 、r 等 为 常 元 ， 其 它 字母 符号 则 往往 用 作 
变 元 。 

2。 关系 符号 。 表 示 数 、 式 、 形 之 间 的 关系 的 符号 称 为 关系 
符号 。 例 如 : 

一 ，>>， 毛 ，c， 圣 。 
。 运 算 符 号 。 表 示 按 照 某 种 规定 进行 运算 的 符号 称 为 运算 

例如 ， 

十 ， 一 ， XxX, +， *, 4, MV ， 工 # 

sin, cos, tg,ctg, arcsin, arccos, aretg, arcctg, 
log, ln, lg;- 

lim, f, f’, y’, dx, [Ff 

行列 式 符 号 及 惩 阵 符 号 。 

4。 辅 助 符 号 。 为 了 便于 表达 积 运 算 ， 数 学 中 还 引进 了 一 些 
符号 用 于 表示 某 些 特定 的 式 子 或 某 种 特定 的 意义 ， 例 如 

了 一 元 二 次 方程 的 判别 式 ， 

nl, Max, mins 

括号 《 ) ，【 人 ),{ }。 

表示 三 角形 全 等 的 符号 (ss )，(3s， ds) (as G) 。 

当然 ， 以 上 所 列举 的 ， 仅 是 一 些 常 见 的 基本 符号 。 

数学 符号 也 可 该 数学 科学 的 领 焉 来 划分 ， 在 各 个 领域 中 都 
要 运用 - -系列 专门 的 符号 。 从 中 可 以 排出 基本 (原始 ) 符 号 的 某 

一 集合 ,这 些 符号 类 似 于 外 语 字 母 表 的 符号 ,人 们 也 称 为 字母 ， 

它们 组 成 为 字母 表 。 例 如 ， 代 数 语 言 中 的 字母 琢 为 
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下 


{0, 1, ‘> 9, a, bs rs Xs Ys gs 十 。， 一 ,< 
(, 2)} 
代数 中 使 用 的 其 他 符号 都 由 这 个 字母 腥 中 的 符号 确定 。 

字母 表 中 的 符号 是 原始 “材料 ”， 按 一 定 法 则 用 它 来 构造 
各 种 语言 表达 式 一 一 类 似 于 自然 语言 中 的 词 和 和 句 。 

数学 语言 和 自然 语言 一 样 ， 每 个 表达 式 都 有 两 方面 内 容 : 
语义 内 容 和 语法 内 容 。 所 谓语 义 内 容 ， 是 指 符号 表达 式 与 它 表 
示 的 对 象 之 间 的 关系 ， 它 指示 了 符号 表达 式 的 内 在 酒 义 。 例 如 ， 
a5=b 十 a 这 一 表达 式 的 语义 肉 容 是 : 对 于 “十 ”这 种 运算 来 
说 ,元 索 的 先后 次 序 不 同 并 不 影响 运算 结果 。 所 谓语 法 内 容 是 
指 符号 表达 的 形式 结构 。 

数学 语言 的 一 切 表达 式 ( 广义 的 ， 也 包括 传统 的 “代数 式 ” 
和 和“ 公式”) 是 字母 表 中 的 符号 的 序列 ， 但 是 ， 不 是 所 有 的 符 
号 序列 都 是 数学 语言 的 表达 式 。 作 为 数学 语言 的 表达 式 必须 是 
按 一 定 法 则 构造 出 来 的 、 有 意义 的 符号 序列 ， 比 如 ， “2 十 1” 
是 表达 式 ， 而 符号 序列 “2 十 十 ”不 是 表达 式 。 固 为 ， 符 号 
“十 ”表示 施行 在 两 个 数 上 的 运算 ， 所 以 在 语言 袁 达 式 中 ， 它 
只 能 点 两 个 数 或 两 个 变 元 的 符号 之 间 的 位 置 。 

所 有 语言 宕 于 式 的 集合 可 以 分 成 最 简 的 和 化 如 的 两 类 。 最 
简 的 由 一 个 字母 ， 一 个 数字 或 者 数字 的 有 限 序列 ， 如 6636 ) 
组 成 ; 复杂 的 ， 除 了 字 芋 和 数字 之 外 还 包含 其 它 符号 ， 

对 于 不 含 变 元 的 表达 式 ， 可 以 分 成 两 类 ; 

(1) 不 包含 关系 符号 的 表示 数 的 表达 式 。 

例如 ，“2 十 1” 与 “3”， 它 们 都 表示 数 。 

(2) 包含 关系 符号 “=”，“<” 或 “>” 之 一 的 、 表 示 
命题 的 表达 式 。 | | 
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例如 ， 符 号 序列 “2 + 1 = 3 ”也 是 语言 表达 式 , 但 是 它 
的 意思 和 “2 二 1” 及 “3” 的 意思 完全 不 同 ， 这 古 一 个 表示 
命题 的 表达 式 。 

对 于 包含 变 元 的 表达 式 也 适 于 做 类 似 的 分 类 。 为 了 这 个 月 
的 ， 我 们 观察 、 比 较 下 列表 达 式 ， 

(1) 7 十 XI 

《2) 7+x=10, 7+x<10, 7+x>10 。 

从 语法 观点 看 ，( 2 ) 的 每 个 表达 式 和 表达 式 ( 工 ) 的 区 别 在 
于 它 包 含 某 个 关系 符号 ( “ 王 ”， “<"” 或 “>”) 。 显 然 ， 
这 样 只 从 语法 上 理解 它们 的 区 别 是 不 够 的 ， 还 必须 形 清 这 些 表 
达 式 的 意思 ， 即 采取 语义 处 理 。 我 们 利用 函数 的 思想 来 分 析 。 
比如 ， 假 定 变 元 x 的 取 值 范 围 是 集合 4 一 {1，2，3，14， 
5 } ， 表 达 式 ( 1 ) 是 表示 数值 变数 的 数值 函数 ， 或 者 集合 4 到 
集合 8B 二 { 8 ，9 ，10,11，12 } 上 的 映射 4 一 了 的 数值 形式 
{ 2 ) 的 每 个 表达 式 是 命题 形式 , 它 表示 数 俩 变数 的 逻辑 泊 数 ( 谓 . 
词 ) ， 或 者 集合 A 到 集合 {TT， 下} [由 “7T"( 丰 ) 和 “ff” 
《 假 ) 两 个 元 素 组 成 的 集合 ] 上 的 映射 4>{ ,万 } * 这 可 由 


定义 这 个 项 数 的 表 直 观 地 表示 出 来 ， 
x | 了 十 和 | 7+x=10 | T+x<10 | 7 tx>10 
1 8 Po 个 F 
-和 9 F 个 让 
8 10 个 F F 
4 11 F F .TT 
5 12 F F 至 


“” 函数 的 思想 把 语言 形式 的 不 同 范畴 结合 起 来 子 。 胜 值 形式 
和 命题 形式 都 表示 函数 ， 第 一 个 是 数值 函数 ， 第 二 个 是 远 辑 函 
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数 。 

第 一 种 情况 ( “7 十 x ”) ， 函 数 的 定义 域 和 值 域 都 是 数 
集 ， 其 余 情况 ( “7 二 YX 一 10”， “7 十 X<10”， “7 十 x*> 
10” ) ， 定 义 域 是 数 集 ， 而 值 域 是 集合 {TT，FF}。 

为 此 ， 我 们 可 把 含 变 元 的 表达 式 划 分 成 两 类 ， 

(4) 不 合 关 系 符号 的 , 为 数值 形式 的 ， 而 且 确 定 一 个 数值 
变 元 ( 或 多 个 数值 变 元 ) 的 数值 函数 的 表达 式 ， 

2 包含 关系 符号 ( 等 于 、 小 于 或 大 于 ) 的 ， 为 命题 形式 

给 变 元 代入 值 后 ， 就 变 成 命题 ) ， 丽 且 祷 定 一 个 数 信 变 元 

a ) 的 逻辑 函数 的 表达 式 。 

由 上 而 的 分 析 可 以 引出 如 下 数学 语言 表达 式 的 分 类 表 


类 达 式 


不 售 关 系 符 寻 《 项 ) 喷 闫 标 符 号 《 式 


i 


不 带 变 元 不 带 变 元 带 变 元 


he 


售 符 续 二 
| 


这 里 所 用 的 天 达 式 这 个 术语 ,在 传统 的 学 校 术语 中 叫做 “ 代 

数 表达 式 ”。 这 个 分 类 可 以 提供 一 个 基础 ， 以 便 在 学 校 代 数 教 

学 中 使 用 名 词 术语 时 更 有 秩序 ， 而 且 更 好 地 理解 表达 式 的 语 
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义 。 

很 多 其 它 数学 领域 的 语言 表达 的 分 类 ， 均 可 参考 土 述 分 类 
法 。 

存在 一 些 特 殊 的 表达 式 ， 它 虽然 肖 有 交 元 ， 但 也 表示 命题 
而 不 是 命题 形式 。 例如 ， 公式 

limx? 一 生 与 | > dx 一 子 


- 它们 含有 变 元 x ， 但 表示 真 命题 。. 
这 两 个 表达 式 中 变 元 % 是 作为 约束 变 元 出 现 的 ， 不 是 自由 
变 元 。 


§3 数学 符号 发 展 简 史 


整个 的 数学 符号 体系 只 有 四 百 来 年 的 历史 ， 实 际 上 ， 大 多 
数 数 学 符号 还 远 远 没 有 四 百年 历史 。 数 学 符号 的 发 展 大 致 可 分 
为 五 个 阶段 。 
一 、 建 立 自然 数 和 分 数 揭 符号 体系 ， 特 别 是 引入 位 值 制 证 
洲 注 及 零 欧 竺 下 记号 

观 在 世 突 通用 的 记 芝 训 是 十 进位 秸 制 记 关 法 ; 运用 的 数字 
祥 号 是 印度 ， 阿 拉 们 数码，3 ，3 ，…。9，0。 序 沁 位 入 
和合， 攻 叶 一 个 数码 表 东 什么 数 。 要 守 它 所 在 的 位 置 而 定 。 如 23 
和 82 使 用 两 个 同样 的 数码 ， 但 23 中 的 2 放 在 十 位 上 ， 表 示 20， 
3? 中 的 2 放 在 个 位 上 就 表示 2 。 十 进 重 显然 和 和信 类 的 十 个 指头 
有 关 。: 忆 格 斯 莹 在 《有 反 杜 林 论 »》 中 讲 过 :，“ 数 和 形 的 概念 不 是 
从 车 亿 任何 地 方 ， 而 是 从 现实 世界 中 得 来 的 。 信 们 兽 用 来 学 习 
计数 ， 从 而 用 来 作 第 一 次 算术 运算 的 十 个 指头 ， 可 以 是 任何 别 
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的 东西 ， 但 是 总 不 是 悟性 的 自由 创造 物 ”。 

训 代 ， 数 的 概念 虽然 早已 发 生 ， 但 表示 数目 的 竺 号 的 发 展 
是 相当 迟缓 的 ， 它 经 历 了 一 个 漫长 的 演变 历程 。.“ 和 如果 把 世界 
上 所 有 不 同 的 数码 写法 罗列 出 来 ， 那 将 要 写成 一 本 几 百 页 向 大 
书 。” 现 在 国际 上 运用 的 印度 。 阿 拉 伯 数码 是 印度 人 发 明 的 ， 
它 本 身 的 演变 也 有 一 段 漫 长 复杂 的 历史 。 最 初 印度 人 用 梵文 ( 印 
度 十 代 文 字 ) 的 字 头 表示 数码 ， 且 各 地 的 写法 也 不 完全 相同 。 
经 过 几 百 年 的 演变 ， 在 8 世纪 时 传 入 阿拉 伯 。 当 时 印刷 术 还 未 
发 明 ， 韦 籍 全 用 手 抄 ， 字 体 因 人 因 地 而 异 ， 出 入 很 大 。 因 此 ， 
在 不 同好 区 就 出 现 了 不 同 的 书写 形式 ， 这 就 是 所 谓 的 东 阿 拉 伯 
数字 和 西 阿拉 件数 字 。12 世 纪 时 ， 两 种 形式 又 逐渐 合流 ， 开 始 
佟 入 殉 洲 。 欧 洲 人 只 知道 这 些 数 码 是 从 阿拉 怕 国 家 传 来 的 ， 所 
以 又 称 为 阿拉 伯 数 码 。14 世 纪 ， 申 国 的 印刷 术 已 经 传 到 欧洲 。 
在 1480 年 茨 图 有 些 印 刷 本 书籍 中 数码 马 相 当 接 近 现 代 的 写法 。 
到 1522 年 ， 英 国 同 斯 托 的 书 中 所 用 数码 才 和 鸳 在 的 写法 基本 上 . 
-一 致 。 以 后 渐 洲 稳定 下 来 。 
”位 值 制 记 数 法 是 千 百 年 人 类 智慧 的 结晶 ， 它 可 以 同 字 苹 的 
发 明 媳 美 ， 两 者 都 是 用 少数 简单 的 记号 来 代 蔡 复杂 难 记 的 和 给 
“eo 

古 埃及 人 很 早 就 用 10 进 记 数 法 ， 但 却 不 知道 位 值 制 ， 
0 来 表示 的 。 ee 


CI 


二 个 符号 表示 10，, 第 三 个 符号 表 
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于 
pA 


共 中 ， 第 一 个 符号 表示 1 


示 100。 

中 美洲 的 马 雅 人 懂得 位 信 制 的 道理 ， 但 用 的 是 20 进 制 。 巴 
比 伦 人 也 知道 位 值 制 ， 而 用 的 是 60 进 制 。 使 用 位 值 制 而 又 是 十 
进 的 ， 以 中 国人 为 最 早 。 

在 14 世 纪 以 前 ， 中 国 的 计算 工具 一 直 是 一 种 细 长 的 小 杠 
棕 ， 这 人 小视 棒 是 用 竹子 、 木 头 或 骨 制 成 的 ， 这 就 是 算 筹 。 ， 

算 筹 是 什么 时 候 开始 使 用 的 ， 年 代 已 寺 不 可 考 。 但 育 资料 
证 实 ， 在 公元 前 2 、3 世纪 时 ， 算 筹 的 运用 已 达到 相当 纯熟 的 
地 步 。 

用 算 筹 表示 数目 ， 有 纵横 两 种 方式 : 


zt | 


记 数 时 ， 个 位 常用 纵 式 ， 甚 余 纵 横 相间 。 例 如 6728 表 示 作 
二 本 = 可 。6708 素 示 作 二 人 T， 空 一 格 的 地 方 表示 等 。 个 位 
是 零 了 电能 表示 出 来 ， 如 6720 表 示 作 .| 本 二 。 出 于 各 位 数字 纵横 
相间 ， 所 以 不 致 看 错 。 位 值 制 的 关键 是 零 号 ， 没 有 表示 替 的 方 
法 ， 位 值 制 就 不 完备 。 巴 比 伦 人 位 值 制 的 思想 起 源 很 量 ， 但 缺 
辽 适 当 的 零 号 。 

完整 的 位 值 制 记 数 法 ,必须 有 表示 零 的 记号 。 零 号 的 创设 是 
位 值 馈 的 必然 物 。 尽 管 空位 的 方法 出 现 如 此 之 星 ， 但 代 之 以 用 
入 圈 表示 的 零 号 “@ 〇 ” 却 迟 迟 难 以 产生 。 启 今 为 正 所 发 现 的 第 
一 批 载 有 零 号 的 文字 ， 同 时 出 现在 公元 685 年 东 博 寨 和 苏 门 答 
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丹 芍 碑 义 上 上。 那里 用 @。，e 宸 示 605， 用 @O 〇 YY 表示 608, 前 党 用 

“。"” 表 示 堆 ， 后 者 与 近代 的 零 号 一 致 。 前 一 种 表示 法 在 印度 
使 用 得 比较 早 。 至 于 用 “OQ” 表示 零 ， 洗 碟 到 东南 亚 各 国文 化 
曾 受 到 中 、 印 两 国 的 重大 影响 ， 因 北 一 些 科 学 史家 倾 宙 于 认为 
它 是 公元 4 世纪 左右 产生 于 中 、 印 两 国 的 边界 一 带 。 

“ 零 ” 这 个 字 ， 原 来 并 不 表示 空 无 所有 的 〇 。 根 据 《 说 文 
和 解 字 》 中 的 解释 ，“ 零 ”是 作为 “零头 ”， 如 “等 杆 、“ 零 
星 ”，、“ 替 俯 ”都 是 这 个 意思 。105 读 作 “-- 百 零 五 ”。， 原 来 是 
指 一 百 之 外 还 有 一 个 零头 五 。 后 来 “ 〇 ”也 就 读 作 零 了 。 符 号 
“O 〇 ” 则 演变 为 遍 贺 的 “0”。 

世界 上 也 有 不 少 民族 懂得 零 的 道理 ， 然 而 系统 地 研究 、 处 
理 和 介绍 零 ， 还 是 以 印度 人 的 功劳 最 大 。 

分 数 概 念 的 产生 ， 最 初 并 不 是 由 除法 来 的 。 分 数 被 大 作 是 
整体 或 一 个 单位 的 一 部 分 。 后 来 ， 在 运算 过 程 中 也 产生 了 分 数 ， 
它 表示 两 个 整数 的 商 。 

三 千 多 年 前 埃及 纸 草 书 就 已 经 有 分 数 ， 但 页 乏 合 适 的 分 数 
符号 ， 计 算 非 常 复杂 。 巴 比 伦 人 用 60 进 分 数 ， 运 算 也 麻烦 。 中 
国 《 九 童 算术 》 是 世界 上 系统 地 鬼 述 分 数 的 最 早 著 作 ， 比 欧洲 
大 药 早 1400 年 。 

中 国 古 代用 算 筹 做 除法 ， 所 得 的 商 列 在 上 面 ， 被 除数 ( 称 
为 “ 实 ”) 在 中 间 ， 除 数 ( 称 为 “法 ”) 在 下 面 。 这 种 排 法 已 
接近 现在 的 记 法 ， 分 子 在 上 ,分母 在 下 ， 只 是 带 分 数 的 整数 部 
分 排 在 上 面 。 

1881 年 在 印度 西北 边 卉 的 巴 喻 水利 附 近 ， 挖 得 富有 文字 的 
梯 树 皮 。 大 概 是 8 、9 世纪 时 转 抄 3 、4 世纪 时 算术 书 的 残 页 ， 
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条 为 巴 哈 沙 利 残 简 。 该 残 简 中 ， 将 寺 写 成 3 ( 缺 分 数 线 ) 而 
1 

1 上 写成 1 ， 也 是 把 带 分 数 的 整数 部 分 写 在 上 面 。 人 们 根据 足 

够 的 更 由 推测 ， 印 度 的 分 数 记 数 法 是 中 国 传 去 的 。12 世 纪 印 度 

I 如 


sii pre 
3 十 可 十 可 可 写作 5 3 | 了 3 通 分 后 变 册 全 总 品 | 
后 来 传 到 中 亚细亚 ， 也 将 分 子 写 在 上 ， 分 母 号 在 下 。 目 前 所 发 
现 的 最 时 的 分 数 线 是 在 12 世 纪 时 阿尔 哈 萨 的 著作 中 出 现 的 。 
按照 他 的 写法 ，- 


2 十 一 


3 32 
8 9 表示 人 


阿拉 估 文 的 书写 是 从 右 到 左 的 。 斐 波 那 契 《 算盘 书 》 沿 有 
他 们 的 习惯 ， 式 子 也 是 从 右 到 诺 ， 整 数 部 分 写 在 分 数 的 右边 ， 
将 12 二 x 写 成 “radices 广 12"。 这 是 在 欧洲 最 早出 现 的 分 数 线 。 

分 数 线 没有 马上 被 大 家 采用 。14 世 纪 中 时 还 有 用 3 5 表示 
笠 的 。 为 了 节省 地 方 ， 英 国 栋 么 甘 推 荐 用 o/p 表 示 医 。 这 种 记 
法 在 18 世 纪 末 叶 已 经 出 现 


二 、 建 立 代数 的 符号 体系 


代数 学 发 展 的 关键 是 要 建立 一 套 有 效 的 符号 体系 。 
”代数 符号 是 在 悠久 的 岁月 中 经 过 不 断 改良 、 选 择 和 淘汰 的 
结果 。 内 塞 尔 曼 曾 于 1842 年 指出 代数 符号 体系 演 交 的 三 个 阶段 
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一 一 文字 代数 、 简 要 代数 与 符号 代数 。 

最 初 是 文字 代数 。 解 题 不 用 简写 记 法 ， 也 不 用 任何 符号 ， 
币 是 用 地 道 的 散文 形式 写成 。3600 年 以 前 的 古 埃 及 的 纸 草 书 
上 ， 用 象形 文字 表示 一 次 方程 ， 在 公元 300 年 以 前 整个 代数 都 
是 文字 代数 。 到 了 希腊 时 代 ， 代 数学 获得 重大 的 发 展 。 代 表 人 
物 是 丢 番 图 ( 公元 246 一 830 年 ), 被 崔 为 代数 学 的 鼻祖 。 他 的 重 
要 贡献 之 一 就 是 对 希 典 代数 引进 简写 记 法 ， 他 用 简写 文字 表示 
三 次 多 项 式 。 他 还 用 字母 来 表示 未 知 元 和 一 些 运算 ， 这 是 近世 
符号 代数 的 噶 和 失 。 不 过 ， 在 世界 的 很 多 地 方 文字 代数 还 相当 普 
遍地 持续 了 好 几 百 年 。 公 元 9 世纪， 阿拉 伯 人 阿尔 。 花 拉 子 模 
的 《 代数 学 》 中 ， 一 切 算法 都 用 文字 语言 来 表达 。 例如 把 “::? 
十 10x 一 39” 说 成 “一 个 平方 数 及 其 根 的 十 倍 每 于 39 ”。 尤 其 
是 西欧 ，15 世 纪 以 前 ， 基 本 .上 都 是 文字 代数 ， 直 到 后 来 ， 才 开 
始 有 一 些 零 星 的 简写 记 法 。 

15 记 纪 ， 阿 拉 伯 人 已 开始 在 方程 中 使 用 印度 ， 阿拉 伯 数 
码 ， 但 形状 和 现在 还 有 很 大 的 区 别 ， 而 且 按 阿拉 伯 人 的 习 措 ， 
式 子 是 从 右 向 左 读 的 。 

符号 代数 是 16 世 纪 才 开始 在 西欧 出 现 的 。 但 发 展 缓慢 ， 直 
到 17 世 纪 中 叶 才 广泛 流行 。 在 符号 体系 上 使 代数 产生 最 大 变 草 
的 是 法 国 数 学 家 韦 达 ( 1540- 一 1603 年 ) 。 他 第 一 个 比较 有 意识 
地 、 系 统 地 在 代数 中 引入 符号 体系 。 他 的 名 著 《 分 析 方 法 入 门 > 
一 书 对 符号 代数 的 发 展 有 不 少 贡献 ， 被 认为 是 一 部 最 早 的 符号 
代数 著作 。 其 中 ,他 用 辅音 字母 表示 已 知 元， 用 元 音字 母 表示 
未 知 元 。 

对 多 项 式 的 系数 加 以 修饰 ， 用 字母 表示 一 般 的 系数 。 还 使 
开 过 现在 的 “+ ”号 和 “一 ”号 。 在 韦 达 之 前 ， 人 们 一 般 用 不 

避 身 


同 的 字母 表示 一 个 且 的 各 种 午 ， 韦 达 用 同一 个 字母 ， 并 适当 地 
加 以 说 明 。 他 明确 指出 代数 和 算术 的 区 别 ， 他 说 算术 是 与 数 打 
交道 的 ， 面 代数 是 研究 表达 式 和 艇 方程 的 。 但 是 他 缺乏 等 号 与 
彝 号 。 他 的 符号 体系 还 是 混乱 的 ,言词 与 缩写 混在 一 起 ,例如 ， 
他 等 的 

A cubus+B planum in As aequatur 

D Solido 
就 是 现在 的 

A!:+3BA 二 DD 或 x?*+3Bx=D 

英国 数学 家 假 科 德 于 1557 年 出 版 了 一 本 代数 学 ， 书 中 首次 
使 用 了 现代 的 等 号 。 过 去 也 普 有 人 使 用 平行 线段 来 作 等 号 ， 但 
是 写 得 太 长 。 

1637 年 ， 笛 卡尔 的 《几何 学 》 问 世 ， 他 间 测 用 字母 表 中 居 
面 的 字母 <，y，>z* 表 示 未 知 数 ， 用 前 头 的 字母 6，B，< 表 示 已 
知 数 ， 他 所 给 出 的 代数 方程 的 形式 和 现在 的 写法 已 基本 一 致 ， 
只 是 缺少 窜 的 符号 ， 他 把 x*、x* 写 成 x*x、x'x。%。 现 代 的 代 
数 符号 系统 主要 是 采取 向 卡尔 的 符号 。 


三 、 与 微 积分 学 的 产生 相 联系 的 符号 的 发 展 


微 积分 学 不 是 凭空 产生 的 ， 它 经 过 了 相当 长 时 期 的 配 酿 ， 
最 后 在 17 志 纪 末 叶 ， 经 牛顿 、 莱 布 尼 芯 的 手 而 完成 。 正 如 轧 格 
斯 所 说 ， 微 积分 是 “由 牛顿 和 莱 布 尼 茨 大 体 上 完成 的 ， 但 不 是 
由 他 们 发 明 的 ”。 微 积分 的 计算 方法 在 牛顿 、 羔 布 尼 获 之 前 已 
散 见 于 各 国 的 著作 中 ， 其 中 积分 的 轧 想 ， 早 在 希腊 时 代 已 经 蓝 
芽 。 和 牛顿 和 沫 布 尼 区 最 大 的 功 续 是 将 两 个 狐 似 不 相关 的 问题 联 
系 起 来 ， 一 个 是 切线 问题 ( 微分 学 的 中 心 问题 ) ， 一 个 是 求 积 
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问题 〈 积分 学 的 中 心 问 题 ) 、 建 立 了 两 者 之 间 的 桥梁 一 一 现今 
所 谓 的 “ 生 顿 、 菜 布 尼 茨 公式 ”。 和 牛顿 、 莱 布 尼 茨 各 髓 引进 了 
一 些 导数 ,微分 ,积分 等 有 关 符 号 ， 但 牛顿 引进 的 符号 ， 基 本 上 
早已 淘汰 。 而 菜 布 尼 菊 建立 的 符号 一 直 使 用 到 现在 ， 没 有 什么 
实质 性 的 变化 。 


轩 、 集 合 论 与 数理 逻辑 符号 在 数学 中 的 发 展 和 渗透 


在 现代 数学 中 ，“ 和 集合 论 已 构成 全 部 数学 的 基础 ”。 它 的 
概念 和 方法 几乎 渗透 到 数学 的 各 个 分 支 力 至 其 它 很 多 自然 科学 
部 门 。 数 理 偿 辑 ， 又 称 为 符号 人 未 辑 ， 是 研究 推理 ， 特 别 是 研究 
数学 中 的 推理 的 科学 。 

现代 ， 集 合 论 和 数理 逻辑 的 符号 正在 逐步 地 向 数学 领域 发 
展 和 湛 透 。 例 如 : 

宇 答 号 ，A、B、 Cs 

€ 一 一 属 干 UU 一 一 并 ; 介 一 一 交 ， 

7 了 一 一 真 命题 ( 真 ) ; 下 一 一 假 命题 ( 假 )， 

外 一 一 空 集 ，S 一 一 包含 ) 

4 -一 集合 4 的 补 ; 

Ax 一 集合 4 本 以 集 台 的 站 各 

A 二 A Xx 4 一 一 .4 中 元 素 的 一 切 可 能 序 偶 的 集合 ， 

Mt p(x)] 或 {x]p(x)} 一 一 具有 性 质 P 的 一 切 x 的 集 


% 一 一 命 命题 x 的 否定 ， 
和 信 一 一 合 取 ; VY 一 一 析 取 ; 
:> 一 一 推出 < 入》> 一 -一 等 价 8 
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Y 一 一 全 称 量 放 ， 半 一 -一 存在 量词 。 

这 些 记 号 大 体 上 是 19 世 纪 中 时 以 来 ， 由 意大利 数学 家 皮 亚 
诺 引进 的 。 

这 些 符 号 促使 数学 语言 更 加 人 简便， 更 便于 推理 。 例 如 ， 关 
于 函数 一 致 连续 的 定义 : 

“函数 f 称 为 在 区 间 [ 4，&8 .上 上 一致 达 续 ， 如 果 对 于 任意 
的 e>0， 总 存 站 这 样 的 9>>0， 使 对 于 区 间 (a, 53 上 任意 的 
Yi Xs，|xs 一 Xi1| < 之 6， 必 有 不 等 式 1f(xs) 一 f(x1)|< 之 g 成 
立 ”。 

现在 可 以 写成 ， 

“ 通 数 f 称 为 在 区 间 【ea，5 ] 上 一 致 连续 、 如 果 ， 

Ve>0 dH6>0 vxi€Ela, b} vx.,E[la, 6) 

[xs—x | <6—> fr) ~ f(x) | ee" 
这 样 的 写法 容易 构造 所 给 性 宗 ， 只 要 通过 改变 年 词 与 理 
定 不 等 式 即 可 。 : 

“函数 了 称 为 在 区 间 【 a，6& 】 上 不 一 致 连续 ， 如 果 : 

3e>0 v6>0 Hx.€Ela, 8} x, Ela, 6) 

xs—x1|<OAlFx.)— 1x ) ee” 

五 、 高 速 电 子 计算 机 的 出 现 刺 激 了 数学 符号 的 新 的 发 展 

计算 机 语言 不 同 于 一 般 的 数学 语言 ， 其 符号 必须 便于 输入 
计算 机 。 特 别 地 ， 由 于 程序 的 需要 ， 所 用 的 符号 不 能 带 下 标 和 
指数 ， 不 能 应 用 通常 的 容积 根 的 符号 。 例 如 ， 在 计算 机 程序 以 
及 专门 为 程序 所 写 的 数学 文本 中 ，x?: 写 成 x 1 2 ，/x 写成 x 人 
《1.0/3.0) 。 

随 着 数学 的 发 展 ， 数 学 符号 也 将 不 断 地 发 展 。 
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TAIN MT Ae i “=~ 


第 二 章 ”数学 符号 的 动力 作用 


学 符号 的 创新 又 推动 了 数学 的 发 展 。 

数学 发 展 的 动力 究竟 在 哪里 ? 毫 无 疑问 ， 它 来 自 社会 生产 
实践 及 科学 技术 发 展 的 客观 需要 ， 但 是 除了 这 种 外 部 推动 力 之 
外 还 有 内 在 的 动力 因素 。 正 如 希 尔 伯 特 所 说 ， 

“在 每 个 数学 分 支 中 那些 最 初 、 最 老 的 问题 肯定 是 起 源 于 
经 验 ， 是 由 外 部 现象 世界 所 提出 。…… 但 是 ， 随 著 一 门 数学 分 
支 的 进一步 发 展 ， 人 类 的 智力 ， 受 着 成 功 的 鼓舞 ， 开 始 意识 到 
自己 的 独立 性 。 它 自身 独立 地 发 展 着 ， 通 常 并 不 受 来 自 外 部 的 
明显 影响 ， 而 只 是 借助 于 逻辑 组 合 、 一 般 化 、 转 殊 化 ， 巧 妙 地 
对 福 念 进行 分 折 和 综合 ， 提 出 新 的 富有 成 果 的 问题 :……?” 

数学 符号 的 使 用 是 推动 数学 发 展 的 内 在 动力 因素 之 一 。“ 数 
学 的 一 切 进 步 都 是 对 引入 符号 的 反应 。” 在 数学 里 ， 有 人 把 17 
世纪 叫做 “天 才 的 时 期 ”，、 也 有 人 把 18 斌 纪 叫 做 “发 明 的 时 
期 ”， 这 两 个 世纪 数学 为 什么 会 有 较 大 的 发 展 呢 ? 原因 之 一 ， 
就 是 这 两 个 世纪 大 量 创 用 了 数学 符号 。 

历史 表明 ， 数 学 符号 与 数学 方法 有 奢 切 的 关系 。 数 学 上 对 
-… 般 方法 论 的 关心 出 现 于 16 至 17 世 纪 之 间 ， 它 正 是 由 于 代数 符 
号 体系 的 建立 而 引起 的 。 目 前 ， 关 于 数学 方法 论 的 研究 正方 兴 
未 艾 ， 研 究 数 学 符号 对 数学 发 展 的 动力 作用 是 研究 数学 中 的 发 
现 ，、 发 明 与 创新 等 法 则 的 重要 课题 之 一 。 ”: 
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诚然 ， 数 学 符号 的 动力 作用 可 简单 概括 为 一 名 话 ，“ 没 有 
数学 符号 , 就 没有 现今 的 数学 ”。 不 过 ,这 样 讲 未 免 太 笼统 了 ， 
作为 数学 方法 论 的 研究 课题 之 一 ， 我 们 必须 结合 数学 的 发 展 过 
程 作 一 些 具体 的 剖析 。 


$i 符号 对 数学 发 展 的 影响 


数学 符号 演化 的 自 奥 规律 表明 ， 数 学 的 符号 化 必须 适应 数 
学 体系 发 展 的 需要 ，“ 一 种 合适 的 符号 要 比 一 种 不 良 的 更 能 反 
映 真理 ”。 符 号 的 优 劣 直接 影响 数学 发 展 的 速 变 。 在 数学 的 发 
展 过 程 中 ， 一 方面 对 符号 的 改革 与 日 俱 增 ， 另 一 方面 符号 的 改 


进 又 加 速 了 数学 学 科 的 发 展 。 

欧洲 在 阿拉 伯 数 码 输 入 之 前 ， 使 用 罗马 数码 。 在 这 种 计数 
法 中 用 

I, I I W，V， 页 页, 而， 及 ，X， 工 CC， 中， 
呆 分 别 表示 


1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10, 50，100, 
500,1000 

它 不 是 进位 制 的 ， 一 个 简单 的 数 要 写成 长 长 的 一 串 ， 这 种 
笨拙 的 记 数 法 在 12 世 纪 以 前 盛行 于 吹 洲 ， 有 的 国家 直到 16 世 纪 
还 在 使 用 。 那 时 ，“ 做 加 减法 已 相当 困难 ， 会 乘除 法 就 可 以 称 
为 专家 了 了。” 数 学 史 中 记载 了 当时 算术 教科 书 中 的 一 个 多 法 实 
例 一 一 计算 235 x 4 的 过 程 

235 和 号 成 CCXXX YY 。 履 上 4{ 了 玉 》， 第 一 步 是 将 CC， 
XXX，YT 分 别 重 复写 4 膏 ; 

CC CC CC CC 
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XXX XXX XXX XXX 


Y YY YY Y¥ 
第 一 行 共有 8 个 C， 将 5 个 C 缩 写成 D ( 500 ) ， 第 二 行 10 个 天 
缩写 成 C (100 ) ， 第 三 行 缩写 成 六 半 (20 ) ， 于 是 简写 成 

D CC ¢ € 

C 人 蔗 xX 

XX XX 


再 进一步 合并 ， 得 到 结果 DCCCCXI( XL 是 40 ) 。 
这 只 是 用 一 位 数 去 乘 的 情形 ， 如 果 是 多 位 数 乘 多 位 数 ， 其 
复杂 的 程度 不 难 想见 。 加 法 并 不 比 乘法 简单 多 少 ， 乘 法 只 是 重 
和 
…， 然 后 再 缩写 成 所 求 答案 。 至 于 分 数 运算 ， 德 文 里 有 这 样 
的 谚语 ， 形 容 一 -个 人 已 经 陷入 绝境 ， 束 于 待 洗 ， 就 说 他 巨 “ 掉 
到 分 数 里 去 "” 
eda ed 


码 的 使 用 就 明 轧 地 促使 数学 得 到 迅速 发 展 ， 
阿拉 伯 数 码 传 和 我国， 最 早 是 13、14 世 纪 ， 倡 迟 迟 不 被 采 
用 。19 世 纪 末 期 ， 有 些 书本 中 ， 正 式 采用 了 阿拉 伯 数 码 ， 但 不 
是 横 写 而 是 直 写 ， 如 


2358 写成 


A 


直到 本 世纪 初 ， 才 慢 慢 改 用 现在 的 写法 。 
数学 史家 分 析 ， 我 国 迟 迟 不 用 阿拉 伯 数 码 ， 主 要 原因 可 能 
是 我 们 长 期 使 用 算 筹 式 数 码 记 数 法 ， 也 是 十 进位 值 制 ， 和 阿拉 
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伯 数 码 的 记 数 法 效果 相同 ， 而 汉字 一 、 二 、 三 、 四 、 和 和 … 笔画 
也 很 简单 易 写 ， 一 时 看 不 出 阿拉 信 数 码 的 显 闭 优 点 。 哆 洲 中 志 
纪 用 的 是 筑 质 的 罗马 数码 ， 和 阿拉 人 哲 数 码 记 数 法 相 而 ， 显 得 十 
分 落后 ， 因 此 容易 接纳 新 的 记 数 法 。 

无 疑 ， 迟 返 不 用 阿拉 伯 数 码 ， 对 我 国 的 数学 的 发 展 是 有 一 
定 影 响 的 。 

微 积分 的 出 现 是 整个 人 类 历史 的 一 大 喜事 。 思 格 斯 高 度 重 
视 微 积 分 在 自然 科学 中 的 作用 ， 他 指出 ， “只 有 微 积分 才能 使 
自然 科学 有 可 能 用 数学 来 不 羽 宕 明 状 态 ， 并 且 也 表明 过 程 ， 运 
动 。” 科 学 的 微 积分 符号 的 作用 对 发 展 微 积 分 成 果 、 推 动 后 世 
自然 和 学 的 发 展 极为 重要 。 正 如 拉 普 拉 斯 听讲 ， “数学 分 析 的 
语言 ， 是 所 有 的 数学 语言 中 最 完善 的 语言 ， 而 且 语 言 本 身 就 成 
为 新 发 展 的 有 力 工具 。 特 别 是 那些 被 构思 出 来 的 种 种 必 要 概 
念 ， 往 往 是 许多 新 算法 的 起 点 。” 如 果 没 有 完整 的 徽 积分 符 
号 ， 自然 科 学 就 不 可 能 发 展 到 如 今 的 水 平 ， 
”众所周知 ， 微 积分 “大 体 上 是 由 牛顿 和 夺 布 尼 蔬 完成 的 ， 
现 让 的 微 积分 符号 基本 上 是 沿用 莱 布 尼 获 所 创设 的 。 

牛顿 也 创设 了 一 套 符号 。 

1669 年 ， 和 牛顿 完成 了 第 一 篇 微 积分 论文 ， 题 为 《 运用 无 穷 
多 项 方程 的 分 析 学 》。 其 中 ， 和 牛顿 提出 一 种 积分 法 ， 把 变量 的 
无 限 小 增 量 叫做 “有 瞬 ”， 并 记 为 “0"”。 

例如 ; 设 有 一 条 曲线 y= 二 了 f(x), 其 下 的 面积 为 Z=ax"” 
( m 为 有理 分 数 ) ， 当 横 和 坐标 x 获得 一 个 无 限 小 增 量 ， 即 姐 0 
时 ， 有 新 坐标 x 十 0， 并 产生 面积 增 量 ， 即 面积 胜 oy， 新 面积 
为 ， 

Z Toy 一 QCX 十 D) 
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肖 二 项 定理 
Z+oy=a(x”"+mx" lo 

考虑 到 2Z= ax"， 并 在 等 式 两 边 除 以 0， 得 
y=amx" la "0+ 


五 去 含有 0 的 项 ， 得 到 
y=max”™”! 

这 就 是 在 应 于 面积 Z 的 纵 坐 棕 y 的 表达 式 。 这 个 结果 表明 ,车 而 
积 Z= ax" 给 出 ,那么 构成 这 个 面积 的 曲线 为 y 一 efax" 1 。 反 
之 ， 如 果 曲 线 是 ?一 mcxe-1, 那么 ， 它 下 面 的 面积 就 是 
一 YY 

在 这 里 ， 咎 顿 不 仅 给 出 了 求 一 个 变量 对 男 一 个 变量 的 瞬时 
变化 率 的 普遍 方法 ， 而 且 通 过 证 明 面积 可 以 由 求 变化 率 的 道 过 
程 得 到 ， 揭 孙 了 微 积分 的 基本 性 质 。 但 是 ， 其 中 有 不 少 含混 的 
地 方 。 例 如 “0 ”是 不 是 零 ? 牛顿 认为 不 是 ， 既 然 这 样 ， 为 什 
么 在 运算 中 可 以 路 去 含有 0 的 每 的 项 呢 ? 牛顿 没有 给 出 合 平 逻 
. 辑 的 说 明 。 

1671 年 ， 咎 顿 整理 了 他 六 年 来 关于 微 积 分 的 研究 工作 ， 写 
成 《 级 数 法 和 流 数 法 》， 这 是 牛顿 在 数学 方面 的 代表 作 。 此 书 
在 1736 年 才 正式 出 版 。 其 中 ,牛顿 引 进 了 他 独特 的 符号 和 概 
念 : 他 把 随时 间 变 化 的 量 ， 即 以 时 间 为 独立 变数 的 函数 称 为 流 
量 ， 用 字母 表 的 后 几 个 字母 w、x 、y、z 来 表示 ! 而 把 流量 的 
次 化 速度 ， 即 变化 率 称 为 流 数 ， 或 简称 为 “速度 ”、=“ 迅 度 ”， 
用 加 小 点 来 表示 。 如 x 表示 x 的 济 动 率 , 》 表示 的 流动 率 ， 余 
类 推 。 因 为 时 间 是 所 有 流动 量 的 自 变量 。x ，y ，… 相 当 于 菜 
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_ 人 (一 1) 2 2。 2 CD 
十 二 区 D2 十 …) 


布 尼 欧 的 -4 ， 纪 7 ，…. 他 保留 “ 咀 ” 的 概念 ， 并 仍 用 “0" 


表示 。 
稍 后 ， 和 牛顿 在 另 一 著作 《 中线 求 积 沦 》 中 重新 解释 他 的 符 
号 : 在 下 列 符号 
| | 。 “~ 


Xi *, 入 9 如， Xi -区 
中 的 每 一 个 是 前 一 个 的 流动 率 ( 导数 ) , 是 后 一 个 的 流动 量 ( 原 


函数 ) 。 
其 间 ， 他 还 指出 了 确定 x" 的 流动 率 的 方法 : 
当 x “由 流动 ” 变 成 x 十 0,x" 变 成 (x 二 0)"， 展 开 成 级 数 : 
| (x 十 9" 一 zx 十 mx 1 十 下 二 和 02xn 二 
两 边 减 去 x"， 就 得 到 函数 的 增 量 ， 
(x 一 0)r 一 xn 一 mr0OXr1 十 二 一” 
为 了 避免 “ 酷 去 含有 0 的 项 ”， 和 牛顿 接着 考虑 由 变量 增 量 (0 》 


与 函数 增 量 的 比 。 它 等 于 
es 1) 


一 全 一 一 一 一 一 02% -32 十. 


1 :nx" -tn 一 一 一 0Xe 2 十 … 
当量 它们 的 “最 后 就 是 
1:0x 或 到 二 1 

这 个 “最 后 比 ” 不 是 别 和 的， 它 是 x 的 流 数 与 "的 流 数 之 比 。 这 
种 方法 ， 除 了 极限 的 说 法 外 ， 大 致 和 现在 教科 书 的 方法 相同 。 

综 上 所 述 可 见 ， 和 牛顿 在 创建 微 积分 时 也 不 得 不 考虑 符号 问 
题 。 俱 是 ， 和 牛顿 更 多 的 是 关心 创立 微 积分 的 体系 和 基本 方法 ， 
而 菜 布 尼 区 似乎 更 关心 运算 公式 的 建立 与 推广 ， 力 求 建立 微 积 
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分 的 规范 ， 即 法 则 和 公式 的 系统 。 药 布 尼 菊 对 符号 的 关心 超过 
牛顿 ， 他 是 历史 上 最 大 的 符号 学 者 之 一 。 他 所 创设 的 币 积 分 符 
号 远 远 仿 于 年 疗 符 台 ， 这 对 微 积 分 有 极 大 影响 ， 正 像 印 度 ， 阿 
拉 伯 数码 的 采用 促进 算术 发 展 一 样 。 

有 一 段 数学 史 对 于 阐明 我 们 这 节 的 主题 是 有 益 的 。 

1684 年 菜 布 尼 茨 发 表 微分 法 ，1686 年 发 表 积 分 法 。 以 发 明 
的 时 间 来 说 ， 咎 顿 是 先行 者 〈 早 10 年 ) ， 但 他 的 流 数 术 到 1687 
年 才 以 几何 形式 发 表 出 来 ， 而 《 流 数 术 》 本 身 直到 他 死 后 9 年 
《1736 年 ) 才 印 而 出 来 。 菏 布 尼 茨 比 牛顿 较 早 公布 《 星 3 年 )。 
为 此 ， 英 国 数学 家 和 了 欧洲 大 陆 数学 家 之 间 曾 发 生 一 场 不 宰 的 论 
成 。 其 实 ， 这 种 争论 没有 实际 价值 ， 反 倒 使 英国 的 微 积 分 发 展 
受到 影响 。 

大 陆 派 的 学 者 在 接受 了 莱 布 尼 芯 优越 的 符号 以 后 ， 经 过 伯 
努 利家 族 、 欧 拉 、 达 朗 贝 尔 、 拉 客 朗 日 、 拉 普 拉 斯 等 人 的 进 一 
步 工作 ， 很 快 地 获得 丰硕 的 成 果 ， 渗 透 到 各 个 数学 部 门 中 去 。 

英国 的 精 况 如 何 呢 ? 苏格兰 的 克 累 格 ( J] .Craig) 在 1685 
年 采用 了 莱 布 尼 芯 的 概念 和 符号 。 三 十 多 年 后 ， 由 于 英国 人 疾 
联 的 民族 偏 兄 如 上 对 牛顿 的 盲目 崇拜 ， 放 弃 这 种 符号 而 改 用 和 牛 
顿 的 “ 流 数 术 ”， 迟 迟 不 表 接 受 大 陆 的 成 就 ， 因 此 ， 其 进展 相 
应 地 落后 了 。 

数学 符号 的 优 劣 对 数学 发 展 的 影响 ， 从 这 个 历史 教训 中 ， 
便 可 上 略 见 一 饮 。 


82 ”速记 符号 引申 出 新 分 支 


为 了 有 利于 传播 数学 思想 ， 有 利于 运算 和 推理 ， 和 在 数学 中 
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必须 构造 很 多 速 记 的 符号 。 例 如 畴 的 符号 “a*”、 阶 乘 的 符号 
“nl ”、 行 列 式 以 及 矩阵 符号 等 等 都 是 逐 记 的 符号 。 诸 如 此 
类 的 速记 符号 ， 不 仅 帮 助人 们 理解 巨 有 的 理论 ， 简 化 运算 、 扒 
理 步 双 ， 还 能 帮助 人 们 看 清 更 深交 的 数学 关系 ， 建 立 更 为 重要 
的 理论 ， 万 至 引申 出 新 的 数学 分 支 。 正 如 项 尔 伯 特 所 说 5: “ 数 
学 中 每 一 步 真 正 的 进展 都 与 更 有 力 的 工具 和 更 简便 的 方法 的 发 
现 密切 联系 着 ， 这 些 工具 各 方法 同时 会 有 助 于 理解 已 有 的 理 
论 ， 并 把 陈旧 繁杂 的 东西 抛 到 一 边 。 数 学 科学 发 展 的 这 种 特点 
是 根深 蒂 固 的 ， 因 此 ， 对 于 个 别 的 数学 工作 者 来 说 ， 只 要 掌握 
了 这 些 有 有 力 的 工具 和 简单 的 方法 ， 他 就 有 可 能 在 数学 的 各 个 分 
支 中 比 其 它 科学 更 容易 地 找到 前 进 的 道路 。" 

美国 数学 家 M。 克 莱 因 曾 说 过 ，“ 行 列 式 和 乞 阵 完全 是 语 
言 上 的 改革 ， 对 于 已 经 以 较 扩展 的 形式 存在 的 慨 念 ， 它 们 是 速 
记 的 表达 式 。” 这 里 ， 有 必要 追 本 洲 源 ， 霍 看 它们 的 形成 简 
史 。 

行列 式 概念 起 源 于 对 线性 方程 组 的 研究 。 我 国 古 代数 学 家 
解 线 性 方程 组 时 ， 用 算 筹 把 未 知 数 的 系数 排 成 方 阵 ， 在 对 二 元 
三 元 线性 方程 组 用 消 元 法 求解 的 过 程 中 ， 导 致 了 一 个 二 阶 方 
阵 或 三 阶 方 阵 与 一 个 数 的 对 应 ， 这 就 蕴含 了 行列 式 的 思想 。 

最 早 引 入 行列 式 概念 的 ， 是 17 世 纪 日 本 数学 家 关注 和 。 他 
在 1683 年 发 表 的 《 解 伏 题 之 法 》( 意思 是 “ 解 行 列 式 问题 的 方 
法 ”) 一 书 中 ， 已 经 谈 到 行列 式 和 它 的 展开 问题 。 

在 欧洲 ， 最 早 研究 线性 方程 组 并 论 及 行列 式 的 是 全 布 尼 


fe 


茨 。 
首先 用 行列 式 的 方法 解 线性 方程 组 的 是 英国 数学 家 马克 劳 
林 。 他 的 记 法 下 太 好 。 稍 后 。 瑞 士 数学 家 克 菜 姆 在 他 的 《 线性 
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代数 仿 析 导 言 》 一 书 中 给 出 了 用 行列 式 解 线性 方程 组 的 法 则 ， 
就 是 更 今 的 “到 菜 姆 法 则 ”。 他 还 提出 了 行列 式 展 开 法 则 。 
1764 年 ， 法 国 数 学 家 兢 蜀 把 确定 行列 式 每 一 项 的 符号 的 手续 系 
统 化 ， 并 证 明 ， 系 数 行 列 式 等 于 零 是 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 
的 条 件 。 

后 来 ， 和 荷兰 数学 家 范 德 蒙 把 行列 式 理论 与 线性 方程 组 求解 
问题 相 分 离 ， 对 行列 式 理 论 作 了 系统 的 逻辑 益 述 。 

现在 行列 式 理 论 已 经 广泛 应 用 到 很 多 数学 分 支 。 

矩阵 与 行列 式 一 样 ， 也 是 由 研究 线性 方程 组 引 行 起 的 。 

我 国 《 九 童 算术》 中 ， 把 线性 方程 组 

a 


.2xX++3y++ z= 二 34 


【人 x 十 2y 十 3z 一 26 
表示 成 短 形 的 方 阵 ， 


I 


= 上 三 川 三 


未 知 数 不 用 符号 表示 。 只 将 各 个 系数 用 算 筹 依次 罗列 出 
来 ， 文 字 采 用 直 排 ， 而 且 阅 读 时 是 从 右 到 左 的 。 如 果 按 现代 
的 习惯 来 表示 ， 这 个 算 筹 方 阵 就 是 现代 教科 书 里 的 增 广 乱 阵 。 
& 九 章 算术 »》 中 用 加 减 消 元 法 解 线性 方程 组 实际 上 就 是 对 矩阵 


41 


a 可 wor 


元 带 按 一 定 的 规则 进行 加 减 和 乘 以 某 个 数 的 运算 。 可 异 ， 在 我 
国 未 能 发 展 成 完整 的 矩阵 理论 。 

从 还 辑 上 上 说， 和 拢 阵 的 概念 先 于 行列 式 的 概念 ， 而 在 历史 上 
次 序 正好 和 相反， 矩阵 概念 是 从 行列 式 的 研究 中 引申 出 来 的 。 行 
列 式 的 研究 开始 于 18 世 纪 中 叶 以 前 。 行 列 式 包括 一 个 数字 方 
阵 ， 通 常 总 是 涉及 这 个 方 阵 的 值 ， 就 是 由 行列 式 的 定义 所 给 出 
的 信 。 然 而 入 们 从 行列 式 的 大 量 研究 工作 中 发 现 ， 对 于 很 多 河 
题 ， 方 阵 本 身 都 可 以 研究 和 合用， 不 管 行列 式 的 值 是 否 与 该 间 
题 有 关 。 方 阵 本 身 就 称 为 矩阵 。 和 矩阵 这 个 词 是 英 回 数学 家 西 鞠 
威 斯 特 首先 使 用 的 ， 他 希望 引用 数字 的 矩形 阵列 而 不 能 再 用 行 
列 式 这 个 词 ， 从 而 提出 抢 阵 这 个 词 来 。 不 过 ， 他 仅仅 涉及 到 一 
些 方 形 的 矩阵 。 

英国 数学 家 凯利 首先 发 表 一 系列 文章 论述 和 矩阵 的 基本 概 
念 、 性 质 及 运算 等 。 因此， 他 被 誉 为 矩阵 论 的 创造 者 。 他 说 ， 
“ 甜 阵 … 或 是 直接 从 行列 式 的 概念 而 来 ， 或 是 作为 一 个 表达 
方程 组 

人 


y=extdy 
的 方便 的 方法 而 来 的 。” 就 这 桩 他 引进 了 矩阵 ， 


它 代 表 了 这 个 方程 组 的 主要 信息 资料 。 
数学 家 C ,VV ,和 牛 松 (C,V,Newsom) 曾 讲 过 ; 
“和 许多 经 典 科学 相 比 ， 现 代 的 社会 科学 与 自然 科学 发 现 
了 数学 的 符号 式 阐 述 具 有 重要 意义 ， 这 种 意义 表现 在 它 具 有 把 
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从 社会 和 自然 禹 字 宙 中 得 到 的 数据 联系 起 来 的 能 力 ， 以 及 因而 
还 其 有 对 带 有 和 群 学 重要 性 的 本 诗 问 题 做 出 回答 的 能 力 。” 
行 多 式 和 矩阵 极其 明显 地 具备 .上述 能 力 。 
什么 是 行列 式 理论 ? 塞 尔 维 斯 了 脱 ( sylvester ) 说 ，“" 它 
是 代数 上 的 代数 ， 这 是 一 种 使 我 们 能 够 把 代数 运算 组 合 起 来 并 
预言 结果 的 演算 ， 这 种 迟 况 ， 就 像 代 数 本 身 能 使 我 们 不 必 进 行 
具体 的 算术 运算 也 行 之 有 效 的 情况 是 一 样 的。 所 有 的 分 析 最 终 
几 必 须 以 这 种 形式 作为 自己 的 外 衣 。” 
下 而 再 谈 和 矩阵 ， 
在 解析 几何 里 ， 二 次 曲线 的 方程 
qx*+2bxy+ cy +2dx+2eyt+f=0 
与 矩阵 


密切 相关 ， 它 可 以 认为 是 上 述 二 次 上 曲线 的 矩阵 ， 而 该 算 阵 的 行 
列 式 


d e f 
就 是 这 二 次 曲线 的 一 个 不 变量 。 
这 里 ， 和 矩阵 把 曲线 方程 的 省 项 系数 “联系 超 来 ”， 用 以 表 
示 二 次 曲线 ， 而 且 呈 现 出 明 轴 的 效果 。 
在 工程 技术 、 经 济 工 作 中 ， 有 些 问 题 的 解决 项 要 考察 多 方 
面 的 因素 ， 从 柬 体 上 反映 其 数量 关系 ,如 电子 网 络 系统 ， 经 济 
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规划 ， 商 品 产销 关系 等 移 都 可 用 抑 竹 把 有 关 的 信息 指标 “联系 


起 来 ” a 比如 有 人 S 个 产 煤 地 区 : i dd 9 “ss 4, 需要 销售 
到 ?个 地 区 ， B,, 8,» "ys 8,,， 则 一 个 调运 方案 就 可 用 一 个 
和 矩阵 


O11 di2 1 Qs 


dj,1 Gz a 他 。 
来 表示 。 其 中 a, /表示 产地 4; 运 到 销 地 8, 的 数量 。 

在 图 论 中 、 把 各 种 具体 事物 的 线路 图 抽象 为 图 ， 图 又 可 以 
借助 于 矩阵 把 有 关 指 标 联 系 起 来 ， 从 而 得 到 图 的 矩阵 表示 。 

在 对 策 论 中 ， 可 以 把 竞争 双方 的 各 种 决策 方案 及 其 相应 的 
之 争 效 果 用 一 个 矩阵 “联系 起 来 ”， 便 于 谋求 最 优 策 略 。 

如 此 等 等 ， 不 胜 枚 举 。 

这 各 能力， 反映 了 数学 符号 的 生命 力 。 正 如 美国 数学 史家 
D.J., 斯 特洛伊 所 讲 ， 合 适 的 数学 符号 “ 带 着 自己 的 生命 出 现 ， 
并 且 它 又 创造 出 新 生命 来 ”。 臣 举 受 展 虽 证 实 了 这 种 观点 。 当 
代行 列 臣 下 论 已 经 广泛 应 用 到 很 多 数学 分 支 ， 矩 阵 忆 成 为 很 多 
现代 数学 分 支 不 可 缺少 的 工具 。 乱 阵 理论 本 身 也 有 了 极 大 发 
展 ， 本 来 ， 和 矩阵 的 元 素 痢 是 实数 ， 后 米 发 展 为 可 以 是 复数 ， 并 
且 可 以 是 许多 别 的 量 。19 忆 纪 末 和 20 世 纸 初 的 研究 已 经 专门 针 
对 元 素 属 于 抽象 域 的 矩阵 性 质 。 另 外 ， 由 于 积分 方程 理论 的 失 
动 ， 人 们 还 研究 了 无 限 阶 矩阵 。 

“只 要 世界 上 还 存在 闭 数 学 家 ， 革 新 就 不 会 停止 ”。 新 的 
速记 符号 的 创设 还 会 引申 出 新 的 分 支 。 
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$3 符号 化 导致 新 学 科 诞 生 


我 国 古 代 的 数学 成 就 辉煌 ， 明 朝 以 前 在 许多 方面 一 直 适 各 
领先 于 西方 各 国 。 我 国 是 最 早 使 用 十 进 制 、 位 值 制 记 数 法 和 零 
的 文明 古国 之 一 。 最 早 使 用 分 数 和 小 数 ,最 早 系统 地 总 结 了 几何 
学 的 基础 知识 ， 最 早 发 现 勾 股 定理 ， 最 早 掌握 线性 方程 组 的 一 
般 解 靶 和 高 次 方程 根 的 近似 解法 ， 最 早 研究 了 不 定 方程 、 一 次 
同 余 式 方程 组 ， 并 得 出 了 著名 的 “中 国 剩余 定理 ”， 等 等 。 但 
是 ， 自 明 朝 中 期 以 后 ， 我 国 的 数学 水 平 却 一 直 停 小 不 前 。 到 清 
朝 后 期 ， 我 国 的 数学 水 平 就 大 大 落后 于 西欧 各 国 了 。 原 因 是 多 
方面 的 ， 其 中 令 人 十 分 痛心 的 一 个 就 是 ， 我国 古 代数 
学 忽视 了 数学 符号 的 使 用 。 

近代 的 数学 家 们 都 十 分 重视 数学 的 符号 化 ， 符 号 化 使 数学 
本 身 以 及 其 它 以 数学 为 主要 工具 的 科学 的 面貌 发 生 了 草 命 性 的 
巨大 变化 。 

代数 学 是 怎样 成 为 独立 学 科 的 * 

近代 ,代数 学 是 以 研究 各 种 代数 结构 的 性 质 为 中 心 。 然 而 ， 
在 19 世 纪 以 前 ， 代 数 一 直 被 理解 为 关于 方程 的 科学 ， 它 的 发 展 
是 和 方程 分 不 开 的 。 | 

代数 和 算术 的 主要 区 别 ， 就 在 于 前 者 引入 未 知 量 ， 很 据 问 
题 的 条 件 列 出 方程 ， 然 后 解 方程 求 出 未 知 量 的 值 。1873 年 ， 华 
贡 芳 和 英国 人 傅 兰 雅 合 译 英国 华里 司 《 代数 术 》。 一 开始 就 指 
出 ，“ 代 数 之 法 ,无 论 何 数 ， 篆 可 以 任何 记号 代 之 …” 说 明 所 
谓 代数 ， 就 是 用 符号 来 代表 数字 的 一 种 方法 。 

代数 学 发 展 的 首要 一 步 就 是 引进 符号 代表 数字 ; 用 符号 代 
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替 文 字 氢 述 。 在 第 一 章 8 3 ， 我 们 已 经 奢 到 在 这 方面 功劳 景 大 - 
的 该 推 韦 达 ， 他 第 一 个 比较 有 意识 地 、 系 统 地 使 用 符号 表示 数 
宇和 算式， 并 对 字母 符 吕 进行 运算 ， 使 “代数 ”开始 正式 成 为 
一 门 学 科 而 独立 出 来 。 正 如 著名 德国 数学 家 克 莱 因 所 说 ， “ 代 
数学 上 的 进步 是 引进 了 较 好 的 符号 体系 ， 这 对 它 本 身 和 分 析 的 
发 展 比 16 世 纪 技术 上 的 进步 远 为 重要 。 事 实 上 ,采取 了 这 一 步 ， 
ea es 


方面 的 发 展 却 效 缕 覃 ， RR 
体系 。 在 古 埃及 、 十 巴比伦 、 古 印度 和 古代 中 国 数学 中 符号 化 
程度 都 很 不 彻底 ， 因 而 未 能 发 展 成 具有 近代 形态 的 代数 理论 。 

符号 化 不 仅 导 致 代数 党 的 独立 ， 还 直接 刺激 解析 几何 的 诈 
生 。 

大 家 热 知 解析 几何 是 借助 坐标 系 用 代数 方法 研究 几何 问题 
的 一 门 学 科 。 

17 世 纪 ，。 法 国 数学 家 向 卡尔 的 获 作 《几何 学 》 是 解析 几 合 
学 的 起 点 。 笛 卡尔 是 一 位 杰出 的 近代 哲学 家 和 近代 生物 学 疯 基 
人 ， 又 是 出 色 的 物理 学 家 和 数学 家 。 他 努力 导 求 发 现 真 理 的 方 
法 ， 把 方法 论 作 为 他 一 切 工作 的 首要 对 象 。 他 于 1628 年 写成 第 
一 部 著作 《思想 的 指导 法 则 》，1634 年 写成 第 二 部 著作 《世界 
体系 》。1637 年 ， 他 出 版 了 《更 好 地 指导 推理 和 了 寻求 科学 真理 
的 方法 论 》， 包 括 三 个 著名 附录 ， 上 述 《 几何 学 》 就 是 其 中 之 


a 


o 


当时 “几何 学 ”一 词 ， 并 不 专 指 现在 的 “几何 ”而 言 ， 它 
和 “数学 ”是 同 义 语 。 正 像 我 国 古代 “算术 ”和 “数学 ”是 同 
义 语 一 样 。 
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其 实 ， 坐 标 法 的 思想 可 以 追溯 到 远古 的 希腊 。 阿 波 罗 尼 斯 
( 前 260 一 前 170 年 ) 研究 圆锥 油 线 的 时 候 。、 普 引用 了 两 条 正 交 
和 直线， 作为 一 种 坐标 。 他 取 癌 锥 体 底面 直径 作为 福 华 标 ， 过 顶 
点 的 垂 线 作 为 纵 坐 标 。 稍 后 ， 天 文学 家 依 巴 谷 采 用 经 纬度 来 表 
未 星球 的 位 置 ， 其 实质 就 是 用 两 个 坐标 来 确定 一 点 的 位 置 。 到 
14 世 纪 ， 法 国 数学 家 奥 力 森 陈 述 一 种 坐标 几何 ， 用 坐标 来 确定 
点 的 位 置 ， 这 是 从 天 文 、 地 理 华 标 到 近代 解析 几何 学 的 过 渡 。 
他 的 著作 对 第 卡尔 的 工作 有 一 定 的 影响 。 但 是 ， 刺 激 笛 卡 尔 创 
立 解 析 几 何 的 直接 因素 还 是 韦 达 的 符号 代数 。 香 卡尔 强 钢 地 总 
识 到 代数 的 豆 大 威力 ， 他 把 代数 属 做 是 进行 推理 ， 尤 其 是 对 未 
知 量 进 行 推理 的 有 效 方法 。 在 得 卡 尔 看 来 ， 欧 几 里 得 过 分 强调 
证 明 的 技巧 ， 过 分 依赖 图 形 ， 对 每 个 问题 的 证 明 都 需要 经 过 一 
个 新 的 特殊 的 方法 才能 解决 。 这 不 仅 是 “ 繁 所 和 不 必要 的 ”而 
且 使 得 几何 “失去 科学 的 形象 ”} 而 代数 又 太 受 法 则 和 公式 的 
束缚 ， 影 响 人 们 思维 的 灵活 性 。 然 而 ， 币 卡尔 觉察 到 符号 代数 
只 有 一 种 能 使 思维 “机 械 化 ”的 可 能 ， 这 种 思维 机 械 伦 会 使 运 
算 步 骤 变 得 简单 ， 达 到 以 最 少 因 锥 获得 最 佳 结 果 的 效能 。 正 是 
由 于 笛 卡 尔 看 到 了 代数 方法 的 巨大 力量 。 出 于 一 种 对 方法 论 的 
强烈 兴趣 ， 笛 卡尔 才 着 手 把 代 数 用 于 几何 的 伟 天 工作 ， 写 再 上 
述 《 几何 学 》。 

变 填 的 思想 首先 就 是 笛 卡 尔 在 ¢ 刀 何 学 3 中 引入 的 ， 但 他 没 
有 使 用 变量 的 这 一 术语 。 他 称 一 些 量 为 “未 知 和 未 定 的 量 ”， 
就 相当 于 现在 的 变量 。 

得 卡尔 《几何 学 》 第 二 卷 中 有 这 样 一 个 例子 ， 

如 图 2-1， 设 直 尺 GZ 的 一 端 固 定 在 @ 点 上 ， 可 以 党 G 点 旋 
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转 , 4K_LGA, 有 一 个 三 角 板 CKB 
芍 边 8K 巾 在 -4 直线 上 ，. 上 下 移 
动 。 使 直 尺 通过 三 角 板 8K 边 上 的 
固定 点 ， 求 GL 与 三 角 板 CK 边 
( 或 延长 线 ) 交点 C 的 轨迹 。 

向 卡 尔 选择 直线 4B 作为 量 
点 的 位 置 的 标准 ， 以 4 作为 始点 
( 用 现代 的 术语 来 说 就 是 以 48 作 
坐标 横 轴 ，4 点 作 维 标 原 点 。) 

作 NLY CB jGA。 他 写 道 ，“ 因 为 CB 和 B.A 是 两 个 未 知 
和 未 定 的 量 ， 分 别 命 它们 为 y 和 x”。 

叉 命 GA=a,，KL=6b，NL=c. 因 c :6=y: BK， 故 

BK =2y, 


BL=b yb, 
AL=—x+ yb, 
又 CB:BL=y:( 2-y—6) 
=GA: AL 
=a: (x+ 0-y—b) 


烙 -28 _y 一 o6 一 xy 十 和 因 一 by 所 求 的 轨迹 方程 是 


22 一 cy 一 全 十 Gy 一 GC 


第 卡尔 说 这 是 一 条 双 草 线 。 
48 


a 


这 里 我 们 可 以 娩 到 笛 卡 尔 是 怎样 引入 变量 的 。 

无 疑 ， 变 量 的 引入 对 数学 的 发 展 有 很 大 影响 ， 为 此 ， 思 格 
斯 对 笛 卡 尔 的 工作 给 予 极 高 评价 ， 他 说 ， “数学 中 的 转折 点 是 
和 卡尔 的 变数 ， 有 了 变数 ， 运 动 进入 了 数学 ， 有 了 变数 ， 辩 证 
法 进入 了 数学 ，…” 

[数理 四 辑 是 怎样 产生 的 ? 
” ”数理 逻辑 是 数学 和 传统 逻辑 相 结 合 的 产物 ， 在 其 中 ， 人 们 
使 用 数学 符号 来 研究 数学 各 领域 公共 使 用 的 逻辑 推理 ， 简 单 地 
进 ， 就 是 把 传统 还 吐 加 以 符号 化 ， 所 以 又 名 符号 过 辑 。 
所谓 传统 逻辑 主要 是 指 亚 里 士 多 德 逻 辑 ， 克 其 是 经 过 中 世 
纪 的 演变 一 直 沿 用 到 19 世 纪 乃 至 现代 的 那 种 逻辑 。 亚 里 士 多 德 
里 在 《前 分 析 篇 》 中 研究 了 直言 三 段 论 这 种 推理 的 形式 和 规律 ， 
例如 

推理 的 内 容 推理 的 形式 

所 有 的 大 都 有 死 所 有 天 是 P 

_ 苏 格 拉 底 是 人 .所 有 S 是 M 

苏 烙 拉 底 有 环 “所 有 5S 是 P 
由 于 这 种 逐 辑 是 以 挫 理 的 形式 ， 因 而 也 是 以 命题 的 形式 为 其 研 
究 对 象 ， 所 以 人 们 又 称 之 为 形式 逻辑 。 

数理 逻辑 的 创始 人 是 菜 布 尼 蒋 。 他 的 目标 是 建立 一 种 符号 
和 术语 的 体系 。 以 便 整 理 和 人 笠 化 逻辑 推理 的 基本 枫 兹 。 在 他 的 
《 组合 术 》 中 提出 了 建立 普遍 的 推理 演算 系统 的 计划 和 设想 。 
他 试图 把 代数 学 的 符号 和 演算 应 用 到 推理 过 程 ， 这 就 开创 了 把 
数学 和 形式 远 辑 结合 起 米 的 先例 ， 因 此 ， 一 般 认 为 他 是 数理 肥 
辑 的 创始 人 。 

到 了 19 世 纪 中 时 ， 数 理 远 辑 沿 着 两 个 不 同 的 方向 发 展 
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第 一 个 方向 是 逻辑 代数 化 的 方向 。 这 个 方向 的 工作 ,主要 是 
把 初等 代数 和 形式 逻辑 棚 结 合 ， 这 方面 的 突出 人 物 是 布尔 ( 18 
15 一 1864 年 )。 他 在 1847 年 发 表 了 论文 《逻辑 的 数学 分 析 , 论 演 
译 淮 理 的 演算 》，1854 年 又 发 表 了 《思维 法 则 的 研究 ， 逻 辑 和 
概率 的 数学 更 论 的 基础 》。 布 尔 正式 提出 改革 传统 逻辑 的 主张 
及 具体 方案 。 其 基本 思想 与 菜 布 尼 获 的 主张 一 脉 相 承 ， 就 是 试 
图 通过 语言 的 符号 来 达到 逻辑 的 严格 化 ， 因 此 ， 他 致力 于 把 推 
理 过 程 的 思维 法 则 表述 成 符号 语言 的 演算 法 则 。 因 此 ， 天 家 都 
承认 他 是 继 莱 布 尼 茨 之 后 的 数理 逻辑 的 第 二 个 创始 人 。 

布尔 所 从 事 的 就 是 菜 布 尼 淡 想 做 而 并 未 完成 的 工作 ， 即 仿 
黑 数 学 的 方式 来 发 展 多 辑 。 他 的 成 果 便 是 今天 有 名 的 布尔 代数 。 
为 了 能 在 尿 辑 学 中 应 用 代数 方法 ， 他 强调 外 延 的 远 辑 ， 即 类 的 
逻辑 ， 这 样 ， 他 就 能 把 逻辑 的 语言 杜 译 成 代数 的 语言 了 ， 其 具 

逻辑 的 语言 。” 德 译 成 、 代 数 的 语言 


事物 | 个 体 变 数 祥 ， 和 六，Z， 
概念 类 变数 X，YT，Z 
论 域 全 类 1 
自 相 矛 盾 的 概念 | 空 类 4 
交叉 概念 类 的 交 X.Y 
并 烈 概念 类 的 和 XX 十 YY 
如 此 ， 逻 辑 推理 法 则 就 可 以 表述 成 代数 演算 法 则 了 ， 例 如 8% 
逻辑 规律 代数 公式 
季 盾 律 ， 任何 一 个 讲 物 不 能 同时 | Xi 一 X)=0 
是 xX， 又 是 非 义 


- 排 中 律 ， 仔 何 一 个 事物 或 者 是 X, | 次 二 人工 一 人 ) = 了 
或 者 起 非 六 
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在 这 种 基础 上 ， 和 布尔 证 明了 代数 演算 和 逮 辑 演 算 之 间 有 完全 的 
形式 上 的 类 似 。 
布尔 代数 的 建立 ， 是 数理 逐 短 宣 宣告 诞生 的 一 个 主要 标志 。 

布尔 代数 的 两 部 分 内容 一 一 集合 代数 与 命题 代数 ， 都 是 现今 阁 
理 逻 辑 的 基本 部 分 。 布 尔 代数 当初 纯粹 是 一 种 理论 研究 成 果 ， 
后 来 发 展 出 一 种 开关 代数 ， 它 在 组 合 电 路 、 电 路 爽 络 等 方面 有 
极 大 的 应 用 。 

第 二 个 方向 是 数学 逻辑 化 的 方面 。 这 个 方向 的 工作 主要 是 
和 数学 基础 问题 的 研究 相 联 系 。 庙 于 数学 的 发 展 ， 特 别 是 从 解 
村 几何 与 微 积分 开始 的 近代 数学 的 发 展 、 再 加 上 两 千 多 年 来 关 
于 第 五 公设 问题 的 研究 ， 在 18 世 纪 末 ， 数 学 的 逐 邦 证 明 的 严格 
性 问题 被 提 到 十 分 突出 的 地 位 。 当 时， 整个 数学 基础 问题 的 研 
究 ， 实 质 上 是 围绕 着 数学 的 原始 概念 的 精确 性 和 数学 的 迎 辑 证 . 
明 的 严格 性 进行 的 。 

在 这 方面 的 突出 人 物 之 一 是 弗 雷 格 ， 他 是 当时 最 大 的 数理 
膛 辑 家 。 他 不 仅 完整 地 发 展 了 数理 逻辑 的 一 个 基础 部 分 一 一 命 
题 演算 ， 而 且 几 乎 很 完备 地 发 展 了 数理 你 辑 的 另 一 个 基础 部 分 
一 一 谓词 演算 ， 特 别 是 ， 他 还 把 数理 妈 辑 和 数学 基础 问题 紧密 
联系 起 来 ,其 实 ， 数理 公 辑 的 整个 基础 到 弗 党 格 手 里 已 经 接近 
于 完成 因此， 有 人 把 他 看 作 是 数理 逻辑 的 第 三 个 创立 者 。 可 
惜 ， 弗 雷 格 的 符号 和 历来 相传 的 、 当 时 使 用 的 、 迄 今 使 用 的 都 
完全 不 同 ， 以 致 他 的 书 当时 根本 未 受到 人 们 的 注意 ， 他 的 学 说 
当时 无 人 理 胜 。 

在 这 方面 的 另 一 位 突出 人 人 物 是 意大利 数学 家 皮 亚 诺 ， 他 不 
仅 从 还 辑 方面 而 且 从 语言 方 古 对 数学 基础 问题 进行 研究 。 他 力 
区 把 数学 建立 成 一 个 自足 的 形式 系统 。 为 下 他 对 十 希腊 流传 下 
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来 的 公理 方法 加 以 改进 。 为 了 保证 理性 思维 发 挥 作用 ， 防 止 不 
自觉 地 诉 诸 经 验 和 直观 ， 皮 亚 诺 又 提出 了 两 个 方法 ，(1) 不 用 
自然 语言 ,采用 -种 符号 语言 。(2) 把 数学 的 推理 写成 符号 公式 。 
这 实质 上 就 是 把 数学 语言 和 数学 推理 加 以 形式 化 。 数 学 理论 从 
此 以 一 种 新 的 形态 出 现 ， 

第 一 ， 每 一 数学 理论 只 包含 少数 几 个 原始 概念 ， 可 以 用 原 
始 符号 来 代表 ; 

第 二 ， 每 一 数学 理论 只 包 念 少数 几 条 原始 命题 ， 可 以 用 符 
号 写 出 的 公式 来 表述 ， 

第 三 ， 数 学 理论 的 远 辑 展开 ,完全 变 成 符号 公式 的 数学 推 
演 。 
现今 所 沿用 的 数理 逻辑 记号 大 体 上 是 由 皮 亚 诺 制 定 的 ， 他 
的 关于 自然 数论 的 三 个 原始 概念 和 五 个 公理 一 直 沿 用 到 现在 
成 为 自然 数论 的 出 发 点 ， 是 数学 理论 形式 化 的 一 个 杰出 的 成 
果 。 
皮 亚 诺 可 以 作为 数理 逻辑 的 完成 者 ， 但 他 没有 好 好 总 结 。 

严格 说 来 ， 应 该 说 完成 者 是 罗素 。 这 已 是 20 世 纪 的 事 。 罗 素 继 

承 皮 亚 诺 的 研究 。 而 且 进 一 步 系 统 地 把 符号 逻辑 与 古典 数学 紧 

密 结合 起 来 。 罗素 和 怀特 海 合 着 的 《数学 原 吾 》， 是 直到 当时 

i A 
;数理 还 辑 进 入 关 革 发 展 时 期 ， 其 种 各 成 果 巴 不 能 再 
二 
Eee “几乎 雪 兴 的 名 一 分 者 关 一 种 符号 语言 而 生存 ”。 
a 数学 的 每 一 分 支 都 离 不 开 符号 化 。 


52 


Yn th NE TER AE I rr 


$4 符号 美的 魅力 推动 数学 发 展 


“那里 有 数学 ， 那 里 就 有 美 。” 数 学 有 其 自身 的 美 。 著 名 
的 法 国 数学 家 阿达 玛 写 过 一 本 《数学 方面 的 发 明 心理 学 》， 书 
中 曾 发 挥 了 数学 家 、 天 体 物 理学 家 彭 加 勤 基于 数学 发明 创造 的 
学 说 ， 他 们 一 致 认为 ， 数 学 事实 间 的 最 佳 组 合 往往 是 依靠 “ 审 
美 直觉 ”来 作出 的 ， 没 有 美感 的 人 ， 不 可 能 成 为 数学 发 明 家 。 
著名 英国 数学 家 哈代 曾 讲 过 “现在 也 许 难 以 找到 一 个 受过 教 
育 的 人 对 数学 美的 魅力 全 然 无 动 于 应 。 

数学 美的 变 力 是 数学 发 展 的 深层 ee 数学 语言 是 由 符 
号 纪 成 的 ， 数 学 美的 的 力主 要 来 自 炙 站 


一 、 数 学 符号 美的 主要 标志 


数学 美的 几 个 主要 标志 一 简单 性 。 统 一 性 、 对 称 性 与 奇 
异性 等 在 数学 符号 方面 均 有 反映 。 

“数学 的 语言 不 仅 是 最 简单 和 最 容易 理解 的 语言 ， 而 且 也 
是 最 精炼 的 语言 。” 简 单 性 是 数学 符号 美的 最 突 电 的 和 标志。 

数学 符号 的 简单 美 决 不 是 指 简易 、 单 薄 、 初 等 ， 而 是 要 用 
简单 的 公式 概括 大 量 的 事实 ， 因 而 ,这 种 简单 同时 就 显得 深远 ， 
好 出 数学 符号 之 美 。 哲 学 家 罗 森 在 评价 爱 因 斯 坦 时 指出 ，“ 在 
构造 一 种 理论 时 ， 他 采取 的 方法 与 艺术 家 所 用 的 方法 具有 某 种 
共同 性 ， 他 的 四 的 在 于 求 得 简单 性 和 美 ( 而 对 他 来 说 ， 美 在 本 
质 上 终究 是 简单 性 ) 。” 例 如 ， 爱 因 斯 坦 的 质 能 关系 式 ， 

EFE=mc? 


SC 光 闵 质量 、 c 为 真空 中 的 光束 ) 深井 地 撞 示 了 用 
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微观 、 宏 观 ， 宇 观 无 数 质 能 变化 现象 的 规律 ， 但 其 式 子 非常 之 
简单 。 优 秀 的 诗词 讲究 用 最 少 的 字 来 表达 最 丰富 的 内 容 ， 和 而 这 
公式 用 宇 之 少 ， 表 达 的 内 容 之 丰富 ， 远 非 任何 一 首 诗词 所 能 比 
所 的 ， 给 人 以 深刻 的 美的 享受 。 在 我 国 出 版 的 纪 您 爱 因 斯 坦 的 
邮票 上 ， 印 上 了 这 个 简洁 完美 的 公式 ， 它 代表 了 这 位 大 科学 家 
对 人 类 贡献 的 精华 。 

莱 布 尼 效 用 “Jf(x)dx” 这 一 简洁 的 符号 表达 了 积分 概念 
的 丰富 的 思想 ， 刻 画 出 “人 类 精神 的 最 高 胜利 ”， 因 此 ， 有 些 
数学 家 把 徽 积分 比 作 “美女 ”。 

事实 上 ， 自 然 界 的 许多 现象 可 以 归结 为 数学 的 一 个 公式 、 
一 个 方程 或 一 个 函数 关系 式 ， 都 充分 显示 了 数学 符号 的 简单 
美 。 

与 简单 性 有 着 密切 关系 的 统一 性 ， 也 是 数学 符号 美 主要 标 
志 。 英 国 数学 家 、 非 尔 兹 奖 获得 者 阿 蓝 亚 曾 齐 过 ， “数学 中 的 
统一 性 和 简洁 性 的 考虑 ， 都 是 极为 重要 的 。 因 为 研究 数学 的 中 
的 之 一 ， 就 是 尽 可 能 地 用 人 简 尘 而 基本 的 词汇 去 解释 世界 。 归 根 
结 底 ， 数 学 研究 是 人 类 智力 活动 ， 而 不 是 计算 机 的 程序 。 如 果 
我 们 希望 能 把 人 类 所 积累 起 来 的 知识 一 代 一 代 地 传 下 去 ， 我 们 
就 必须 努力 地 去 把 这 些 知识 加 以 简化 和 统一 。” 

直线 、 贺 、 椭 园 、 双 曲线 与 抛物 线 五 种 曲线 在 直角 举 标 系 
中 ， 分 别 有 各 自 的 方程 。 然 而 ， 引 进 极 坐 标 之 后 ， 这 些 曲线 况 
统一 于 一 个 简单 的 极 坐标 方程 

ep 


PT Teco 


连 中 学 生 也 为 之 赞美 。 
对 称 是 一 种 美 。 从 古 希 腊 的 时 代 起 ， 对 称 性 就 被 认为 是 数 


54 


学 美的 -个 基本 内 容 。 鞭 和 名 德国 数学 家 和 物理 学 家 韦 尔 说 # 
“美和 对 称 紧密 联系 ”。 韦 尔 与 段 学 复 都 曾 写 过 关于 “对 称 ” 
的 专著 ， 令 人 读 之 赏心悦目 。 许 多 数学 符号 都 呈现 出 对 称 美 。 
例如 ， 对 称 多 项 式 ， 对 称 矩 阵 ， 代 数 式 化 简 时 的 共 轿 因子 ， 代 
数 方程 虚 根 的 成 对 出 现 f 线性 方程 组 的 克 莱 姆 法 则 等 等 都 给 入 
一 种 对 称 性 的 美感 。 数 学 上 还 有 大 一 钓 公式 ,如 海伦 公式 ,平均 
不 等 式 、 赫 尔 德 不 等 式 、 二 项 式 定理 、 韦 达 定 理 ，、 菜 布 尼 茨 公 

式 ， 分 部 积分 公式 等 等 也 都 具有 某 种 对 称 性 。 
奇异 的 东西 能 给 人 以 美感 ， 寄 异 之 极 是 极 美 。 英 国 哲学 家 
玉 根 说 ， 没 有 一 个 极 美 的 东西 不 是 在 和 谐 中 有 和 恩 某 些 坷 异 。 数 
学 中 的 奇异 美 也 表现 在 数学 符号 方面 。 
众所周知 ， 数 学 中 有 五 个 最 罕 出 的 数 ， 即 1，0 ，i，r， 
e。 这 五 个 数 是 最 具有 代表 性 的 。 
“1” 是 一 切实 数 的 出 发 点 ， 通 过 它 及 自然 数 对 可 槐 造 全 
部 实数 ， 
“0 ”是 所 有 实数 中 唯一 的 中 性 数 ， 
“1” 是 虚数 的 基本 单位 ， 
“nx” 和“e” 是 两 个 地 位 特别 的 超越 数 。 在 $5 我 们 将 效 
到 ，x 的 历史 尤为 悠久 ， 要 弄 清 它 的 底细 是 不 容易 的 。e 作 为 近 
代 发 现 的 超越 数 ， 成 为 普遍 使 用 的 自然 对 数 的 底 。 
“1”，“0” 代 表 算 术 ，i 代 表 代 数 ，z 代 表 几何 ，e 代 
表 分 析 ， 这 人 么 五 个 具有 显赫 地 位 的 数 却 被 欧 拉 用 一 个 极 简单 的 
式 子 
_er 十 1 一 
把 它们 联系 起 来 了 。 这 个 公式 揭示 了 数学 各 分 支 之 间 的 内 在 联 
系 和 统一 性 ， 真是 神 背 绝妙 。 在 数学 家 团 来 ， 这 的 确 是 苹 的 象 
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征 之 一 。 

”研究 素数 分 布 所 服从 的 规律 ,一 直 是 数学 家 们 感 兴趣 的 事 。 
为 此 ， 人 们 致力 于 寻求 素数 在 自然 数 中 平均 分 布 的 信息 。 

对 自然 数 p， 设 4 表示 整数 1 ，2 ，3 ，…，x 中 素数 的 
个 数 。 高 斯 在 实验 、 观 察 的 基础 上 提出 狂想 ， 比 信 A4,/n“ 渐 


近 等 于 ”1 /1nn。 就 是 说 : 
lim A./n 


n>ool/Inn 1? 


ee | 7 1 
记 为 一。 


素数 分 布 的 平均 状态 竞 能 用 对 数 函 数 来 描述 ， 这 是 一 
引 人 注 目的 发 现 。 因 为 ， 两 个 似乎 完全 无 关 的 数学 概念 在 事实 
上 竞 有 如 此 紧密 的 联系 ， 这 是 很 令 人 末 怪 的 。 果 颠 ， 一 汉 多 年 
之 后 ， 人 们 证 实 了 高 斯 的 猜想。 它 成 为 整个 数学 中 景 著名 的 发 
. 现 之 一 。 . 
在 一 段 时 期 内 ， 人 们 普遍 认为 ， 函 数 的 连续 性 保证 了 它 的 
可 微 性 。 到 了 18 世 纪 后 期 ， 数 学 家 们 认为 ,连续 蚊 数 至 少 在 某 些 
点 处 可 以 微分 ， 然 和 而， 德国 数学 家 维尔 斯 特 拉 斯 却 在 1872 年 的 
一 次 讲演 中 给 出 了 一 个 处 处 连续 而 又 处 处 不 可 微 的 函数 * 

f(x)= b> ,b "cosCa" zx) 


式 中 x 为 实数 ，a 是 亩 整数 ，0 <b 之 1, ab 光 1 人 

当时 ， 曾 有 人 批评 这 样 的 沙 数 是 “无 意义 的 ”， 是 “离奇 古怪 

的 函数 ”, 是 “病态 函数 ”， 是 函数 中 “不 健康 的 部 分 ”， 破 环 

了 “ 涩 学 天 堂 的 优美 ”。 于 是 有 人 人 “ 痛 借 ”, 有 人 “ 惊 恶 *” ， 也 

有 人 “厌恶 ”。 出 现 这 种 情况 是 不 足 为 麻 的 ， 因 为 数学 美 是 
“理智 类 ”. “内 在 美 ”、“ 逮 辑 美 ”， 楼 领 侍 数学 美 需要 有 一 
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定 的 数学 素养 ， 还 要 有 个 认识 过 程 。 历 史 证 明 ， 正 是 由 于 这 种 
“奇异 ” 通 数 的 提出 ， 人 们 才 认 识 到 连续 函数 不 一 定 有 导数 和 
不 连续 函数 也 可 求 积 分 等 重要 结论 ， 促 进 了 数学 分 析 的 发 展 。 


二 、 美 的 追求 导致 发 现 
科学 美 给 大 以 美感 ， 科 学 家 的 美感 直接 影响 科学 创造 。 
科学 创造 ， 除 了 反映 世界 ， 还 来 源 于 对 美的 追求 “美的 概 

念 在 核对 结果 和 发 现 新 规律 中 被 证 明 是 非常 宝贵 的 ”， 衔 量 一 

个 科学 理论 是 否 成 功 ， 不 仅 有 实践 〈 实 验 ) 标准 ， 传 统 逻 辑 标 

准 ， 而 县 也 有 审美 标准 。 对 科学 美的 追求 ,常常 为 科学 家 们 提供 

重要 的 线索 和 有 力 的 手段 。 科 学 史家 库 思 指出 ,在 新 理论 的 建立 

中 羡 的 直觉 的 重要 性 有 时 可 以 是 决定 性 的 。 考 克 斯 韦 在 建立 电 

磁 再 论 的 过 程 中 ， 依 据 法 拉 第 的 实验 研究 结 结果 ， 把 电磁 理论 方 

程 写成 


_ 1 9H 
fo 后 一 一 二 。 可 


和 
rotH=0 


当然 ， 两 个 等 式 的 右边 是 不 对 称 的 麦克 斯 书 从 数学 美 考 上 出 
发 ， 把 第 二 个 方程 改 成 


ont 
他 这 样 做 ， 当 时 并 没有 任何 实验 依据 ， 但 部 使 电 磁 理论 在 数学 


的 符号 形式 上 秽 优 美 ,并 可 导致 一 系列 令 信 陶醉 的 结果 。 后 来 ， 
改写 的 方程 被 实验 证 实 了 ， 电 花 理论 决定 性 的 一 步 就 是 这 样 路 
如 的 。 


妨 


韦 尔 曾经 说 ，“ 我 的 工作 总 是 力图 把 真 和 美 统一 起 来 ， 但 
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当 我 必须 在 两 者 中 挑选 一 个 时 ,我 总 是 选择 美 。. 对 于 韦 尔 的 中 微 
子 两 分 景 相对 论 波动 方程 ， 物 理学 家 们 三 十 多 年 不 理 醒 它 ， 但 
韦 尔 赁 美的 直觉 相信 它 ,结果 ， 韦 尔 对 了 。 

对 数学 美的 追求 是 狄 拉克 一 生 科 学 活动 的 内 在 驱动 力 之 
一 。 他 认为 ;如果 狗 理学 方程 在 数学 上 不 美 , 那 就 称 志 着 一 种 不 
足 ， 意 味 着 理论 有 铅 隐 ， 需 贾 改 进 ， 有 时 候 ， 数 学 美 要 比 与 实 
验 相符 更 重要 。” 因 为 数学 美 反映 了 基本 的 自然 规律 ,而 实验 的 
是 次 符 合 可 能 与 一 些 细节 有 关 。1927 年 ， 狄 拉克 认为 克 某 因 方 
程 还 很 不 完美 ,无 论 从 逻辑 上 还 是 从 数学 上 都 有 符 完 状 。 为 了 得 
到 合乎 逐 辑 的 理论 ， 狄 拉克 设法 建立 一 种 对 时 间 和 空间 坐标 来 
说 都 是 线性 的 微分 方程 ， 正 是 这 种 电子 的 波动 方程 导出 了 自 旋 
与 磁 距 的 正确 性 。 狄 拉克 的 这 一 发 现 纯粹 是 基于 对 数学 美的 但 
求 ， 事 前 丝毫 未 想到 要 给 出 电子 的 这 种 物理 性 质 。 

人 的 心灵 深 处 感到 美的 东西 ， 后 来 况 然 在 外 部 自然 界 得 到 
了 实现 ,这 是 在 科学 发 现 中 最 使 人 惊异 的 现象 之 一 。 美 感 在 科学 
发 现 中 之 所 以 能 起 这 么 大 的 作用 ， 首先 是 由 于 美和 真 之 间 存 在 _ 


柚 妙 丽 统一 关系 ,美的 一 些 标志 ,很 深刻 地 反 块 了 未 知 真 理 的 若 
干 转 征 .科学 家 狗 美 的 站 党 有 可 能 在 理智 抓 住 真理 之 前 , 先 领 语 
本 其 中 于 现 出 的 美 ， 并 以 美 为 中 介 现实 地 获 致 真 。 一 个 由 具有 
非常 强 的 美学 敏感 性 的 科学 家 发 展 的 理论 ， 即 使 在 它 公布 之 初 
看 起 来 不 那么 真 ， 最 后 仍 可 能 是 真 的 。 

美 对 于 发 现 真 的 重要 意义 在 一 切 时 代 都 得 到 承认 和 重视 。 
“ 美 是 真理 的 光 浑 ” 这 是 一 句 拉丁 格言 ， 它 告诉 我 们 ，“ 探 索 
者 最 初 是 借助 于 这 种 光辉 ,借助 于 它 的 昭 炮 来 认识 真理 
的 。 
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三 、 科 学 发 展 的 推动 力 


数学 符号 美的 魅力 是 科学 发 展 的 推动 力 。 
数学 符号 的 简单 性 是 数学 家 追求 的 主要 目标 ,拉丁 格言 “ 
章 是 真理 的 标志 ”人 羽 大 字 刻 在 架 廷 根 大 学 的 物理 学 报告 厅 里 ， 


一 一 一 一 


是 作为 对 于 闭 站 将 发 现 新 事物 的 人 们 的 一 种 告 诚 ， 所 谓 “ 简 单 
性 原理 ”就 是 科学 家 们 有 意识 或 洲 意 识 所 人 遵 循 的 一 种 方法 原 
则 。 历 史 表 明 ,数学 符号 的 发 展 总 是 遵循 着 “简单 性 原理 ”不 断 
革新 ,例如 


简化 
ot+at+'.+a—>nxXa 
?不 


简化 
AXAaxX-... Xa—>0* 


人 
A f(x) 


,二 


和 一 > 人 fr)dx 
1Axj120t=l a | 
等 等 。 
著名 数学 家 传 里 叶 在 创立 “ 传 里 叶 级 数 " 时 ,也 进行 了 有 关 
简单 性 的 考虑 ， 正 如 他 自己 所 说 ， “每 一 个 数学 函数 ， 无 论 多 
复杂 ， 总 可 以 表示 为 某 些 向 单 的 基本 的 函数 ( 即 相当 于 形成 音 
乐 中 的 纯音 , 或 光学 中 的 纯色 的 那 种 函数 ) 之 和 。,”, 伟 里 叶 的 这 
一 成 果 不 仅 对 后 来 关于 全 微分 方程 积分 的 数理 方法 有 启迪， 而 
且 对 数学 中 消 数 概念 的 发 展 也 起 了 促进 作用 。 正 如 恩格斯 所 说 
“ 像 黑 格 尔 是 一 首 辩证 法 的 诗 ， 传 里 叶 是 一 首 数学 的 诗 ”。 
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—>f’ (x,) 


二 进 制 也 可 以 说 是 从 数字 表达 的 简单 性 考虑 所 引出 的 产 
物 ， 它 推动 了 电子 计算 机 的 发 展 。 这 是 计算 数学 的 一 场 革命 , 它 
不 仅 对 于 数学 发 展 来 说 开创 了 一 个 新 的 领域 ， 而 且 对 于 整个 自 
然 科 学 的 发 展 所 产生 的 影响 也 十 分 深远 。 

数学 中 的 各 种 最 简 形 式 ( 如 最 简 多 项 式 、 最 简 分 式 、 最 简 
根 式 等 ) 正 是 源 出 于 对 简单 性 的 追求 。 

与 最 简 形 式 相关 ， 数 学 中 的 各 种 标准 形式 也 是 源 出 于 对 简 
单 性 的 追求 。 

几乎 可 以 说 ， 数 学 家 对 于 各 种 解析 式 、 洱 数 、 方 程 等 等 符 
号 总 要 设法 寻求 其 最 简 形式 ， 标准 形式 ,这 无 疑 是 推动 了 数学 
发 展 。 

对 美的 追求 还 推动 了 方法 论 的 发 展 ， 所 谓 “ 补 美 法 "就 是 
典型 的 事例 。 | 

对 于 美感 与 发 现 ， 创 造 心理 学 工作 者 致力 子 创 造 者 的 心理 
分 析 ， 揭 示 美 感 的 作用 #， 方法 论 学 者 则 从 中 概括 出 补 美原 则 。 

什么 叫 补 美 法 ? 美容 师 的 工作 就 是 帮 人 们 补 美 . 不 过 ,科学 
中 的 补 美 是 高 层次 的 ， 要 捷 照 科学 美的 基本 内 容 来 补 美 . 当 一 
种 理论 尚未 达到 美的 境界 时 ， 就 必须 继续 进行 创造 、 发 展 ,， 
“按照 美的 规律 来 创造 ?>， 这 个 过 得 中 体现 的 方法 ， 人 们 称 之 为 
“ 补 美 法 ”或 “到 美 法 ”。 在 第 二 段 中 ,我 们 看 到 考 克 斯 叫 实际 
上 就 是 使 用 了 种 美 法 。 

数学 是 自然 科学 的 “皇后 ”， 笠 学 中 的 补 美 必须 考虑 到 数 
学 美 ， 也 就 是 要 按照 数学 美的 基本 内 容 来 补 美 。 

下 面 我 们 根据 杭 回 藤 定 义 ,建立 桶 加 的 标准 方程 ,这 是 高 中 
学 生 所 熟悉 的 一 套 ， 我 们 这 里 是 为 了 阐明 其 中 的 补 美 手法 。 

平面 上 与 两 定点 、 斑 ,的 距离 之 和 为 常数 (大 于 |, 下, 1) 
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= -一 -rr 一 一 一 一 一 一 一 一- 


bn 


的 点 的 轨迹 《或 集合 ) 叫做 椭圆 。 轴 定 点 中 第 铺 轩 的 焦点 。 

如 图 2 -2 ， 以 过 两 焦 
点 王 : 和 把 :的 直线 作为 DOx 
轴 ， 线段 忆 : 瓦 :的 中 点 D 为 原 
点 ,建立 直角 坐标 系 。 设 两 焦 
点 之 间 的 距离 为 2c(c> 0 )， 
那 未 焦点 FF ,的 坐标 是 《5c， 
0 ) ， 瑟 :的 坐标 是 ( 一 c， 
0 )。 

设 M(x yy) 为 摘 男 上 的 图 2-2 
任意 一 点 ， 它 到 两 焦点 五 ,及 玉 , 距 离 之 和 用 2o(o> 0 ) 表 示 , 那 
来 根据 椭 加 的 定义 ， 丝 | 
IMF ,|+ IMF, |=2a 
由 AAA(xY 一 C)2 十 %2 十 Wfx 二 cc) 十 72 一 20 《1 ) 
址 理 方 程 (1) 就 可 作为 棋 圆 的 方程 ， 但 因 它 不 符合 数学 美的 “ 简 
单 性 ”要 求 ， 因 此 ， 必 须 化 篇 。 

方程 (1) 可 化 简 为 

(az 一 C2)xX2 十 G2y2 一 za2 一 C2) (2) 
用 a*(a* 一 c?) 遍 除 上 式 的 各 项 (不 难看 由 ，a>e，, 60’ 一 ce? 


>>0)， 得 


M(x,7) 


F2(—e,0) Fi te) 


2 y? i 


方程 (3) 比 方程 (1) 简 单 多 了 ， 但 是 ， 它 还 不 合 数学 美的 要 
求 。 我 们 知道 ， 三 加 具有 对 称 性 ， 那 么 , 它 的 方程 也 应 该 具有 对 
区 性 ,对 称 性 历来 是 数学 家 追求 的 目标 。 现 代 ， 考 察 对 称 性 已 成 
为 数学 研究 中 的 重要 美学 指导 思想 。 正 如 韦 尔 所 说 :“ 对 称 性 不 
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签 你 是 按 广 义 还 是 接 狭 义 来 定义 ， 其 含义 总 有 一 种 多 少时 代 哎 
来 人 们 试图 用 以 领 表 和 创造 黎 序 美和 完善 性 的 观念 根据 补 美 
法 ， 我 们 还 要 对 方程 (3) 进 一 步 加 工 ， 使 "的 分 母 与 Y: 的 分 母 
取得 相同 共 形 式 ， 也 就 是 说 ， 要 把 a* 一 c* 也 写成 一 个 正 数 的 二 
次 等 形式 。 
由 于 a* 一 c: > 0 ， 于 是 可 令 
a’—c—b:(b>0) 
代入 (3) 式 ， 得 


x2 2 
1 (ga>6>0) 


这 个 方程 就 是 精 圆 的 标准 方程 。 

可 以 证 明 ，a 正 好 是 粒 加 长 半 轴 的 长 :bp 正好 是 靖 画 短 半 畏 
的 长 。 

我 们 从 这 个 初等 问题 中 ， 很 清楚 地 看 到 了 一 个 事实 ， 根 据 
数学 美的 要 求 用 补 美 法 引进 的 数 “b” ,有 着 鲜明 的 几何 意义 ， 
而 且 条 真 符合 “对 称 性 ”的 要 求 ! 体 现 了 美 与 真 之 间 的 统一 竹 。 
正如 落 名 数学 家 4， 熏 滨 逊 所 说 : “纯粹 数学 的 世界 在 很 大 种 
度 .= 是 由 我 们 的 关于 数学 美 及 纯粹 数学 的 量 要 性 的 含糊 的 直 液 


$5 茶 些 符号 刺激 数学 发 展 


有 些 数学 符号 、 数 学 表达 式 具 有 神奇 的 诱惑 力 ， 为 了 对 它 
们 进行 定性 或 定量 的 研究 ， 几 再 年 来 ， 吸 引 了 成 千 上 万 药学 者 
为 之 奋斗 ， 如 此 ,不仅 促进 问题 本 身 逐 步 解 决 ， 还 推动 了 数学 
和 思想 的 发 展 ， 促 进 数 学 方法 的 革新 。 
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Fm os = a 


姑且 不 说 哥 德 巴赫 猜想 中 的 符号 “1 二 1 = 2 ”是 怎样 令 
人 着 迷 ， 这 里 只 讲 一 个 小 小 的 字母 符号 “r”。 

人 们 早已 畴 出 ， 贺 的 周 长 和 直径 的 比 是 个 与 加 的 大 小 无 关 
的 常数 ， 并 称 之 为 圆周 率 。 

1600 年 ， 英 国 的 威廉 、 奥 托 兰 特首 先 使 用 于 表示 回 周 率 ， 
他 的 理由 是 ， 因 为 = 是 希腊 文 “ 圆 周 ”一 饲 的 第 一 个 字母 ， 而 
5 是 希腊 文 “直径 ”一 词 的 第 一 个 字母 ,根据 圆周 率 的 定义 , 理 该 
应 用 -5- 才 示 贺 局 率 ， 但 在 推算 画 局 率 的 过 程 中 ， 人 们 常用 直径 


为 1 的 贺 ， 即 令 6 二 1， 这 样子 就 等 于 r 了 。1706 年 英国 的 琼斯 
首先 提出 改 用 x 表示 圆周率 ，1737 年 吹 拉 也 在 他 的 著作 中 用 
x 表 示 剖 局 率 。 后 来 被 数学 家 们 广泛 接受 ， 一 直 沿 用 至 今 。 

7 是 数学 中 的 一 个 重要 常数 ， 在 数学 与 自然 科学 中 有 广泛 
的 应 用 。 计 算 回 的 周 长 和 面积 ， 计 算 球 、 球 缺 、 球 台 、 圆 柱 、 
图 锥 、 图 台 等 各 种 旋转 体 的 表面 积 和 体积 等 等 都 不 可 和 避免 地 要 


求助 于 r。 钻 里 略 在 研究 钟 扎 时 ， 发 现 单 摆 周 戎 7 具有 公式， 


T=27y 


库仑 在 研究 两 个 带电 质点 的 相互 作用 力 时 ， 得 到 公式 : 


F= 1 QQ 
re rz 
离 斯 在 研究 测量 误 益 分 布 时 ， 得 到 “ 正 态 分 布 ”的 密 庶 函数， 
1 (xwo)? 


A se 0 


如 此 等 等 ， 举 不 胜 举 。 难 公有 人 说 在 数学 中 扮演 着 “不 可 一 
月 无 此 君 ”的 重要 角色 。 
7 值 到 底 是 多 少 呢 ? 数学 史 表 上 明 ， 许 多 画家 都 十 分 重视 匿 
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周 率 5 的 计算 。 一 位 德国 数学 家 评论 道 ，“ 历 史上 一 个 国家 所 
算得 的 圆周 率 的 准确 程度 ， 可 以 做 为 衡量 这 个 国家 当时 数学 发 
展 水 平 的 一 个 标志 。” 最 初 ， 数 学 家 们 希望 能 找到 一 个 能 准确 
表达 x 和 值 的 分 数 。 在 各 种 尝试 部 失败 了 以 后 ， 人 们 发 现 这 个 分 
数 是 不 存在 的 。1794 年 勒 让 德 证 明了 ze 是 无 理 数 、- 即 不 能 用 两 
个 整数 的 比 表 示 。1882 年 德国 数学 家 林 德 曼 证 明了 z 是 超越 数 ， 
即 不 可 能 是 一 个 整 系数 代数 方程 的 根 。 尽 管 如 此 ， 上 古今 中 外 很 
多数 学 家 都 孜孜 不 倦 地 寻求 过 z 值 的 计算 方法 。 
首先 从 理论 上 给 出 值 的 正确 求法 的 是 公元 前 200 年 癌 的 
古 希 腊 数 学 家 阿 基 米 德 。 他 用 圆 外 切 与 内 入 正 多 边 形 揭 周 长 从 
大 、 小 两 个 方向 上 同时 逐步 庆 近 加 的 周 长 ， 并 用 穷 竟 法 〔〈 当时 
人 们 还 未 掌握 极限 法 ) 巧妙 地 求 得 
3 < <3 二 

公元 前 150 年 左右 , 另 一 位 诗 希 腊 数 学 家 托 勤 密 用 弦 表 法 ( 以 1 
的 加 心 角 所 对 的 弦 长 走 以 360 再 除 以 加 的 直径 ) 给 出 了 7 的 近似 
信 3.1416。 | 

公元 200 年 闻 ， 我 国 数学 家 刘 微 用 “ 制 圆 术 ”推算 了 x 的 
近似 值 。 尽 管 结 果 没 有 超过 托 勤 密 ， 但 是 他 在 方法 论 上 作出 了 
划时代 的 成 就 ， 他 第 一 次 提供 了 求 画 周 率 的 科学 方法 一 一 割 贺 
术 ， 体 现 了 极限 观点 。 刘 微 换 方法 与 阿 基 米 德 有 所 不 同 ， 他 只 
取 “ 内 接 ” 不 取 “ 外 切 ”， 利 用 圆 面积 不 等 式 推出 结果 ， 起 到 
事半功倍 的 效果 。 之 后 ， 祖 冲 之 在 圆周 率 计 算 上 取得 了 世界 领 
先 地 位 ， 求 得 “ 约 率 ” 至 和 “ 密 率 ”2 ( 又 称 “ 祖 率 ”) ， 


113 
得 到 
3.1415926<r<3.1415927 
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这 一 信人 的 记录 ， 直 到 一 于 多 年 以 后 才 被 打破 。 可 异 ， 祖 冲 之 
的 计算 方法 后 来 失传 了 。 人 们 推测 他 用 了 刘 微 的 凯 圆 林 ， 这 仅 
是 推测 ， 究 竞 是 什么 方法 ? 还 是 一 个 迹 。 

15 世 纪 时 ;伊斯兰 的 数学 家 阿尔 。 卡 西 ， 通 过 分 别 计算 圆 
内 袭 和 外 切 正 3 X 2 ** 边 形 周 长 、 把 x 值 的 计算 推 到 小 数 点 后 
16 位 ， 打 破 了 保持 上 千年 的 祖冲之 记录 。 

采用 正 多 边 形 周 长 或 面积 的 办 法 来 求 圆周 长 或 加 面积 ， 毕 
况 有 很 大 的 局 限 性 ， 工 作 量 过 大 。 对 圆周 率 x 值 的 计算 的 重大 
突破 是 寻求 x 的 解析 表达 式 。 1579 年 法 国 市 达 发 现 了 关系 式 


六 i+ + 去 V 查 ， + + 让 /六 + 二 V 主 


虽然 这 个 公式 在 实际 计算 时 会 笛 到 多 次 开 方 的 巨大 因 难 ， 到 它 
毕 亮 首次 摆脱 了 计算 离 不 开 几 何 学 的 陈旧 方法 ， 开 创 了 用 解 
析 的 方法 计算 = 值 的 新 路 子 。 
1650 年 瓦 里 斯 把 x 表示 成 无 穷 乘积 的 形式 
4 . 


接着 ， 欧 拉 证 明了 
一 1+ 吉 + 出 + 去 ++… 
上 述 这 些 公式 署 来 都 不 太 复 杂 ， 但 村 用 它们 来 计算 r 值 ， 
工作 景 都 很 大 。 
1777 年 法 国 数学 家 蒲 主 提出 他 的 著名 的 没 针 问题 。 依 靠 它 它 ， 
可 以 用 概率 方法 得 到 x 的 近似 值 、 假 定 在 平面 上 画 一 组 距离 为 
4 的 圣 行 线 、 向 此 平面 任意 投 一 长 度 为 (1 之 a) 的 针 ， 若 投 针 次 
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ak : 
假 多 人 作 过 实验 ，1901 年 有 人 投 针 3408 次 得 出 r 一 3,1415926。 


如 果 把 针 长 取 为 1 一气 ， 计 算 将 简化 为 
Rs 

用 这 种 方法 计算 x 值 ， 工 作 最 不 大 。 尽 管 在 精确 度 上 未 突 
破 前 人 记录 ， 但 是 它 且 有 方法 论 意义 从此， 引进 了 一 种 方法 : 
建立 一 个 概率 模型 ， 它 与 某 些 我 们 感 兴趣 的 量 (这 里 是 常数 z) 
有 关 ， 然 后 设计 适当 的 随机 试验 ， 并 通过 这 个 试验 的 结果 来 确 
定 这 些 量 。 

随 着 电子 计算 机 的 发 展 ， 现 代 ， 人 们 已 按照 上 述 思想 建立 
起 ~- 类 新 的 方法 ， 即 蒙特 卡 次 方法 。 

x 值 的 计算 方法 的 最 大 突 夏 是 找到 了 它 的 反正 切 函数 表达 


”1671 年 ， 苏 格 兰 数学 家 格 列 哥 里 发 现 了 无 穷 级 数 


arctgx = — + 后 -+ —1<~x<1 
1706 年 英国 数学 家 者 欣 首 先 发 现 


T=16 arctg 二 一 4 arctg -了 30 
用 它 来 计算 x， 只 要 按 反 正切 函数 的 展开 式 计算 arctg 立 
的 前 6 项 并 计算 arc tg -538 的 前 2 项 ， 我 们 就 可 在 十 几 分 钟 里 
得 到 x 的 相当 精确 的 近似 值 3,.141592653， 可 见 采 用 级 数 的 方 


法 ， 其 速度 远 远 胜 过 古典 算法 。 
接着 ， 勒 让 德 、 高 斯 等 数学 家 相继 发 现 了 一 系列 有 关 x 与 
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ee 


到 正切 函数 间 的 关系 式 ， 利 用 反正 切 函 数 的 无 穷 级 数 展开 ， 使 
得 zt 值 的 计算 迅速 突 裔 了 100 位 大 关 。 

本 世纪 50 年 代 以 后 ， 贺 周 率 x 的 计算 开始 借助 于 电子 计算 
机 ， 从 而 出 现 了 新 的 突破 。 目 前 有 人 宣称 已 经 把 x 计算 到 了 一 
亿 位 甚至 十 亿 位 以 上 的 有 效 数 字 。 

对 性 实际 应 用 来 说 ， 现 代 科 学 技术 只 要 用 到 的 十 位 小 数 
也 就 足够 了 。 用 祖冲之 的 密 率 计算 赤道 长 度 , 误 差 仅 3 米 左 右 ， 
高 精度 的 人 造 卫 星 的 测量 也 不 过 如 此 。 人 们 之 所 以 还 在 借 动 电 
子 计算 机 对 x 的 准确 值 穷 追 不 舍 ， 并 不 完全 是 出 于 数学 家 们 的 
兴趣 。 人 们 想 借 助 这 一 典型 的 带 挑战 性 的 课题 ， 不 断 提高 计算 
机 的 硬件 与 软件 功能 ， 不 断 创造 新 的 更 强 有 力 的 计算 方法 。 另 
外 ， 还 有 更 多 的 意义 。 一 种 理由 是 为 了 从 统计 上 获悉 的 各 位 
数字 是 否 具 有 某 秆 规律 性 ， 例 如 ， 是 否 具 有 “ 正 态 性 ”。 如 果 
在 其 十 进 制 展开 式 中 所 有 数码 以 等 疗 率 出 现 的 话 ， 一 个 实数 称 
为 单纯 正 态 的 ， 如 果 所 有 同样 长 的 数码 均 以 等 频率 出 现 的 话 ， 
它 称 为 正太 的。 大 们 从 1949 年 在 ENVT4C 上 计算 r 值 以来， 就 
想 从 统计 上 来 探讨 它 是 否 具 有 这 逢 性 质 。 然 而， 现在 尚 不 知道 
zx 是 不 是 正 态 的 ， 以 至 是 不 是 单纯 正 态 的 。 

竞争 还 在 继续 ， 正 如 有 人 所 说 ， 数 学 家 探索 中 的 进程 也 像 
这 个 数 一 梓 ， 永 不 循环 ， 无 止 无 体 ……。 以 上 仅 是 的 “ 马 
拉 秘 计算 ”年 表 中 的 一 部 分 。 它 已 足够 反映 一 个 事实 x 刺激 
着 数学 机 体 的 多 种 “神经 ”， 促 进 了 数学 机 体 上 发育 。 


$6 某 些 符号 的 “特异 功能 ” 


“在 数学 符号 中 好 像 存 吃 了 一 定 虱 的 智力 ， 这 种 智力 释放 
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出 来 时 就 能 产生 几乎 是 爆炸 性 的 威力 ,这 就 像 是 强大 的 发 动机 ， 
我 们 借助 它 坚 起 智力 的 结构 ， 如果 没有 这 种 支持 ， 我 们 的 能 力 
就 无 法 进入 这 种 结构 。” | 


甚至 还 有 些 数学 家 说 ， 数 学 符号 具有 眶 力 、 神 功 、 异 乎 寻 
常 的 效力 。 
以 上 种 种 说 法 ， 其 基本 思想 都 是 指数 学 符号 ， 尤 其 是 某 些 
特殊 的 符号 具有 “特异 功能 ”， 推动 了 数学 的 发 展 。 
这 里 也 用 一 个 小 小 的 字母 符号 一 一 e 来 前 明 。 
大 家 热 知 ，e 是 数列 
{ (1 +t 二)" } 
的 极限 ， 即 
e=lim(1+ 去 ) 
然而 ， 该 数列 是 怎么 发 现 的 呢 ? 这 是 众多 读者 感 兴趣 的 问 
题 。 这 问题 与 对 数 的 发 明 有 关 。 
苏格兰 人 纳 皮 尔 约 在 1594 年 创立 了 对 数 ， 那 时 指数 的 概念 
涪 示 完成， 也 没有 指数 符号 。 纳 皮尔 花 了 20 年 的 心血 ， 编造 了 
世界 上 第 一 个 对 数 表 ， 实 际 上 是 一 个 正弦 对 数 宕 。 纳 皮尔 的 对 
数 是 相对 于 底数 为 
(1,0000001)!"*se00 
的 对 数 。 该 底数 可 以 写成 
(1 + ooroo0) 
的 形式 ， 可 见 纳 皮 尔 实际 上 已 经 接触 到 数列 
{ (1+ 二 )" } 
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招数 列 (1 十 二 六 作为 对 数 的 底数 ， 如 果 nm 越 大 ， 雇 数 的 间 
隔 就 越 小 ， 这 样 的 对 数 表 就 越 有 用 。 人 们 很 自然 地 想到 一 个 问 
题 ， 让 无限 地 增 大 ， 用 它 的 极限 

lim (1 十 二) 
作为 对 数 的 底 不 是 更 好 吗 ? 

数学 家 们 证 明了 这 个 数列 的 极限 的 确 是 存在 的 。 然 而 ， 它 
是 一 个 无 理 数 ， 人 们 不 可 能 用 数码 写 出 它 的 准确 数值 ， 因 此 ， 
只 能 引进 字母 符号 来 表示 。1727 年 欧 拉 用 “e” 来 表示 这 个 极 
限 ， 即 

ec 一 1im (1 十 二 )， 

符号 。“ 出 身 非凡 ”。 无 论 在 理论 上 还 是 在 实用 上 ，e 这 个 
数 都 有 特殊 的 重要 地 位 。 

以 e 为 康 的 对 数 称 为 自然 对 数 ， 通 常 不 再 把 底数 e 写 出 ， 简 
记 为 lax (这 相当 于 log x)。 

果然 ，e 引 入 后 ， 对 于 编制 对 数 表 有 显著 的 效果 。 利 用 下 面 
的 级 数 可 以 很 方便 地 编制 出 对 数 表 。 

这 区 


和 2 * 


2 8 4 
ln(1—x)=—*—-3 2 3 一 二 -一 … 一 1I<y<] 


9 5 
得 ln 过 一 (xz 二 -+ 二 十， 一 1<x<1 


1+x _ RkR+1 
i—x kk 


“ ln 


1 a 


1 1 
贡生 taraht1)” tcp+1y + 


或 ee +3( 六 二 1 
eT EL 

根据 这 个 公式 ， 从 1n1 = 二 0 出 发 , 就 可 以 循环 地 计算 出 所 有 
的 自然 数 的 自然 对 数 。 比 如 要 想 精确 到 小 数 点 第 6 位 ， 只 要 取 
括号 内 的 前 6 项 就 行 了 。 当 然 ， 考 虑 到 循环 计算 有 标 计 误差， 
实际 上 应 多 了 到 刀 项 。 

可 见 ， 有 了 ee 之后， 对 数 表 的 编造 速度 就 天 大 加 快 了 ,如果 
要 编造 常用 对 数 表 ， 可 以 利用 已 造 好 的 自然 对 数 表 ， 按 换 底 公 
式 算 出 相应 的 常用 对 数 的 伟 。 

e 的 另 一 个 显赫 功劳 是 ， 它 帮助 人 们 证 明了 的 超越 性 ， 从 
而 彻底 解决 了 “化 辕 为 方 ”问题 。 

数学 史家 曾 指出 ， 在 整个 数学 史 中 ， 很 难 找 出 你 三 天 尺 规 
作 图 难题 那样 其 有 经 久 不 息 的 魅力 。 二 千 多 年 来 ， 无 数 的 聪明 
才智 兽 饥 注 在 这 刀 个 问题 之 中 币 得 不 到 冀 毫 结果 。 实 际 上 这 三 
个 问题 都 是 不 可 能 用 尺 规 经 有 限 次 的 作 图 步 邓 来 解 快 的 。1637 
年 第 卡尔 创建 和 解析 几何 , 尺 规 帮 图 的 可 能 性 才 有 了 准则 。1837 年 
凡 齐 尔 (1814 一 1848 年 ) 证 明了 “三 等 分 任意 角 ” 及 “信和 立方 ” 
都 是 不 可 能 的 ， 然 而 ， 关 于 “化 圆 为 方 ” 问 题 的 解决 却 还 右 较 
大 的 麻烦 。 在 “化 圆 为 方 ” 问 题 中 涉及 到 wr RCR 是 给 定 加 
的 半径 ) 这 样 的 几何 量 ， 要 解决 “化 圆 为 方 ”问题 ， 就 需要 对 
zt 作 定 性 的 研究 

一 个 数 ， 如 果 不 是 任何 整 系数 代数 方程 的 和 要， 就 叫做 超越 
数 。 “超越 数 ” 这 一 名 词 是 欧 拉 首先 引入 的 ,意思 是 这 种 数 “ 超 
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越 了 代数 方法 的 能 力 ”。 不 过 欧 拉 并 未 给 出 任何 其 体 的 超越 数 ， 
直到 一 百 多 年 后 的 1844 年 ， 法 国 数学 家 刘 维 尔 才 具体 构造 出 一 
个 超越 数 ， 从 而 证 明了 超越 数 确实 存在 。 其 实 ， 现 在 人 们 都 知 
道 ， 超 越 数 比 代数 数 还 要 多 得 多 。 

人 们 时 就 猿 测 rz 和 e 可 能 是 超越 数 ， 可 是 迟 退 未 得 到 证 明 。 
直到 1873 年 ， 法 国 数学 家 埃 米 骑 才 证 明了 e 是 超越 数 ， 至 于 
的 超越 性 仍 未 解决 。 埃 米 特 说 ， “我 不 敢 试 着 证 明 z 的 超越 性 。 
如 果 其 他 人 承担 这 项 工作 ， 对 于 他 的 成 功 没 有 比 我 再 高 兴 的 人 
了 。” 不 久 ，1882 年 ， 德 国 数学 家 林 德 曼 在 埃 米 特 证 明 e 是 超 
越 数 的 基础 上 ， 借 助 欧 拉 公式 ef 二 1 二 0 , 终于 证 明了 x 也 是 
起 越 数 。 

知道 了 r 是 超越 数 ，“ 化 圆 为 方 ”问题 也 就 迎 刃 而 解 了 。 
由 解析 几何 可 以 知道 ， 一 个 几何 图 形 可 以 用 尺 规 作出 ， 必 须 并 
且 只 需 其 中 所 要 作出 的 几何 量 可 以 由 给 定 的 儿 何 量 经 过 有 限 次 
的 四 则 运算 和 开平 方 获得 。 因 为 x 是 超越 数 ， 不 可 能 由 R 经 有 
限 次 四 则 运算 和 开 方 而 获得 wz 员 ， 所 以 用 只 规 作 图 来 “化 画 
为 方 ” 是 不 可 能 的 。 

这 样 ， 由 于 e 的 帮助 ， 这 个 二 千 多 年 的 其 案 才 宣 告 了 结 。 

人 们 对 于 数 e 的 真正 认识 ,是 在 17 世 纪 中 时 ， 数 学 家 们 发 现 
了 双 曲 线 下 的 面积 与 自然 对 数 之 间 的 关系 


全 二 wz=lnx 


之 后 。 那 时 ， 人 们 逐渐 了 解 到 很 多 重要 的 陨 数 、 重 要 的 极限 、 

微分 与 积分 都 与 数 e 有 着 极为 密切 的 关系 ， 自 然 对 数 的 求 导 运 
算 特 别 方便 ， 所 以 在 理论 研究 时 宁愿 采用 自然 对 数 而 不 用 常用 
对 数 。 另 一 方面 ， 在 很 多 具有 复 利 率 的 现象 中 ， 人 们 研究 量 的 
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变化 时 ， 往 往 是 由 4 。(1+i107 )* 弄 结构式， 经 过 极限 过 程 与 


数 e 相 联系 ， 因 此 很 多 自然 规律 部 表现 为 以 e 为 诡 的 指数 形式 ， 
例如 
放射 性 元 素 铀 的 误 变 规律 为 
Ni=Noe™! 
大 气压 力 P 和 高 度 h 的 关系 为 
Pi= Poe 
电容 器 放电 时 电压 上 和 时 间 1 的 关系 为 
Vy = ee™!' LRa 
等 等 。 
正 因为 这 些 原因 ， 数 e 就 如 同 x 一 样 成 了 一 个 特别 重要 的 
无 理 数 。 几 乎 每 一 本 微 积分 读本 ， 哪 怕 景 简单 的 读本 ， 也 要 专 
门 介绍 数 e, 把 1im(1 十 天)" 列 为 数学 中 最 重要 的 基本 极限 之 
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科学 史 表明 ， 数 e 的 “特异 功能 ”不 仅 推 动 数 学 发 展 而 且 . 
影响 到 其 它 科 学 技术 的 发 展 。 

众所周知 ， 发 射 人 造 卫星 或 宇宙 飞船 ， 必 须 使 用 火箭 。 在 
这 问题 中 ，e 果 真 “ 就 像 是 强大 的 发 动机 ”有 “爆炸 性 的 威力 ”。 

俄国 的 星际 航行 专家 早 就 发 现 ， 火 箭 的 运动 速度 可 以 用 方 
程 

V=wlnZ 

表示 , 其 中 矿 是 火箭 的 理想 速度 ,w 是 火箭 发 动机 的 排 气 速度 ， 
Z 是 火箭 的 最 初 质量 与 发 动机 停止 时 的 质量 之 比 〈 简称 为 质量 
比 ) 0 | 

火 第 的 最 终 速 度 至 少 要 达到 第 一 宇宙 速度 ( 约 8 二 米 / 秒 ) 
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才能 将 人 造 卫星 递 蛋 运行 轨 遵 。 

上 述 方程 表 殉 ， 火 箭 的 运动 速度 信 ， 决定 二 喷气 如 度 岂 和 
质量 比 Z。 

目前 ， 最 好 的 混合 液体 燃料 也 只 能 使 喷气 速度 达到 4 千 米 / 
秒 。 同 时 ,质量 增 也 无 法 提高 很 多 ,最 大 不 会 超过 10。 如 果 按 w= 
4 于 米 / 秒 ，Z=I00 的 理想 情况 计算 ， 火 箭 的 理论 速度 可 以 达 
到 9 千 米 / 秒 ， 但 陈 去 重力 和 空气 阻力 等 造成 的 损失 ( 约 为 2 千 
米 / 秘 ) ， 实 际 速 腐 只 有 ?了 千 米 / 秒 ， 还 是 无 法 将 人 造 卫 星 送 至 
运行 轨道 。 

科学 家 们 通过 研究 火 蒂 运动 方程 ， 技 到 了 提高 火箭 速度 的 
办 法 ， 即 采用 多 级 火箭 。 由 接连 的 几 个 火 艇 发 动机 组 成 一 个 动 
力 系统 推动 火 科 前 进 ， 第 一 级 发 动机 使 火 蓄 达到 一 定 的 速度 ， 
燃料 耗 尽 以 后 就 自动 脱落 ， 第 二 级 发 动 宙 立 即 接着 工作 ， 使 火 
和 
再 楼 着 工作 … 

各 刘 各 级 委 芭 机 的 中 所 流质 归 比 和 相同 ， 


册 1 一 由 s 二 一 号 ， 
es 
则 火箭 的 最 终 速度 
v==vJil 十 Vs 十 于 VD 
ee 
—nwlinZ 


也 就 是 在 这 种 煤 况 下 ， 每 增加 一 级 火箭 ， 就 可 使 淡 筋 速 度 提高 
一 信 。 

现代 的 宇航 技术 ， 完 全 可 以 使 发 动机 的 喷气 速度 达到 
ww 三 3 干 米 / 秒 ， 质量 比 达 到 2 一 3 。 如 此 ， 只 需 三 级 火箭， 就 
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可 以 使 最 终 的 理论 速度 达到 
天 一 3wlnZ 一 3X3ln3s310( 于 米 / 秘 ) 

即使 实际 损失 2 千 米 /种 ， 也 时 以 达到 8 千 米 / 科 的 第 一 宇宙 速 
度 

可 见 ， 数 e 帮 助人 们 揭示 火箭 运动 规律 ， 启 发 人 们 设计 出 
多 级 宇航 火箭 ， 终 于 实现 了 调 代 神话 中 道 游 太 窑 的 理想 。 

数学 家 OQ,G 苏 顿 ( 〇 .G,sutton ) 写 道 ，“ 有 这 样 一 个 奇 
怪 的 想法 ， 数 学 所 使 用 的 少数 符号 ， 没 有 什么 意义 的 纸 上 记 
号 ， 技 然 对 生活 的 模样 做 出 了 世人 所 知 的 如 此 多 的 贡献 。 如 果 
一 个 中 世纪 学 省 现在 又 醒 来 ， 他 将 会 认为 这 些 符号 是 符 吕 组 成 
的 魔力 公式 ， 如 有 果 念 得 对 ， 就 可 以 给 人 们 以 成 胜 自 然 的 能 量 。” 

显然 ， 这 种 否 怪 的 想法 并 不 青 怪 ， 它 是 客观 现实 的 反映 。 
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第 三 章 ”数学 符号 的 思维 功能 


数学 符号 的 动力 作用 是 由 数学 符号 内 在 的 思维 功能 所 决定 
鹏 ， 动 力作 用 是 思维 功能 的 外 显 形式 。 

符号 和 数学 思维 有 密切 的 关系 。 数 学 符号 是 数学 抽象 思维 
的 产物 ， 数 学 的 符号 语言 有 助 于 恩 维 ， 正 如 莱 布 尼 欧 所 说 ;“ 记 
号 是 为 了 方便 于 发 现 ， 它 多 半 是 在 记号 简洁 地 去 表示 并 能 反映 
事物 的 内 在 本 质 的 时 候 。 这 时 思维 活动 以 惊人 的 方式 得 到 简化 
ee ”。 如 果 说 ， 数 学 是 思维 的 体操 ， 那 么 ， 数 学 符号 的 组 合 
谱 成 了 “ 体 桨 进行 曲 ”。 

数学 家 劳顿 ( O,G。Sutton ) 曾经 提出 一 个 问题 ， 

“我 们 是 根据 我 们 自己 规定 的 规则 创造 了 符号 ， 那 么 在 这 
种 符号 上 的 运算 操作 又 怎 衬 能 揭示 出 什么 超出 我 们 感觉 的 东西 
元? 换 句 话 问 就 是 ， 我 们 怎 能 用 数学 去 发 现任 何 东西 呢 ? ” 

苏 屯 接着 说 ， “上面 的 提问 都 不 像 是 我 们 这 一 代 人 能 够 给 
出 注意 答案 的 问题 。 我 们 至 多 只 能 捐 出 这 个 答案 的 几 条 线 
过 .” 

徐 利 治 先生 也 提出 过 类 似 的 问题 ， 为 什么 某 些 从 不 同 角 度 
确定 的 符号 竟然 会 统一 在 一 个 极 简单 的 关系 式 中 呢 ? 这 种 关系 
是 否 与 人 的 大 脑 的 数学 恩 维 机 能 和 特性 有 关 呢 ¢ 他 说 ， 这 显然 
是 研究 数学 与 思维 关系 的 最 诱 人 的 问题 之 一 。 

让 从 1980 年 钱学森 教授 倡导 建立 转 维 科 学 以 来 ， 研 究 思 维 
的 规律 和 方法 ， 已 成 为 热门 课题 。 研 究 数 学 符号 的 思维 功能 是 
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揭示 大 脑 的 数学 思维 机 能 和 特性 的 需要 ， 这 一 章 试图 给 出 “ 几 
条 线索 ”。 


§1 思维 活动 的 物质 载体 


数学 符号 是 交流 与 传播 数学 思想 的 媒介 ， 可 用 以 传递 大 块 
的 信息 。 

数学 符号 是 数学 抽象 物 的 表现 形式 , 它 有 自己 的 恩 想 内 容 。 
数学 符号 按 一 定 规则 组 织 起 来 ， 就 成 为 数学 思维 活动 的 物质 载 
体 。 人 们 通过 用 数学 符号 组 成 的 语言 交流 数学 思想 ， 认 识 数 学 
世界 的 奥秘 ， 并 把 数学 成 果 应 用 于 人 类 各 种 实 蒜 问 题 。 

数学 符号 的 载体 功能 大 致 天 现 于 下 面 三 方面 ， 


”一 、 表 示 一 般 规 律 


高 度 的 抽象 性 ， 保 证 了 应 用 的 广泛 性 。 数 学 符号 是 抽象 思 
维 的 产物 ， 它 可 用 以 表示 一 般 的 数量 关系 及 其 变化 规律 。 

先 夺 数字 符号 ， 

”符号 “0 ”看 起 来 是 多 人 么 简单 的 符号 ， 但 却 有 极其 丰富 的 
内 容 。 

在 实数 系 、 有 理 数 系 和 整数 系 里 ， 它 均 表 示 叭 一 的 中 让 
数 。 、 
“我 有 0 元 钱 ” 其 中 “0 ”表示 “没有 ” 。 
“今天 天 气温 度 是 0 度 ”， 其 中 “0 ”表示 了 这 一 天 的 温 
度 的 高 低 情况 ， 己 不 是 “没有 ”温度 的 意思 。 

在 集合 代数 中 ，“0 ”表示 “ 空 集 ”。 

在 开关 代数 中 ，“0 ”表示 “ 关 ”。 
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在 命题 代数 中 ，“0 ”表示 “ 假 ”。 

此 外 ，“0 ”还 可 表示 零点 、 零 元 、 零 向 量 、 零 函数 、 零 
环 、 零 代数 …… 

在 科学 研究 中 ，“ 字 军 之 大 、 粒 子 之 微 、 火 箭 之 速 ”如 果 
只 靠 自 然 语言 是 难以 表达 的 ， 必 须 依赖 于 数字 符号 ， 比 如 ， 光 
的 速度 的 数字 表示 是 3 x 10* 米 / 秒 ， 天 文学 中 的 距离 单位 一 
光 年 的 数字 表示 是 9,46 x10'" 米 ， 而 在 微观 世界 中 ,核子 ( 如 
质子 、 中 子 等 ) 的 直径 约 为 3 x10"'" 米 。 

再 看 变 元 。 

变 元 可 以 代 普 一 类 符号 中 的 任意 一 个 符号 ; 字 母 x、y 等 
可 作为 任意 集合 元 素 的 变 元 。 以 二 次 函数 y= ax: 为 例 ， 它 可 
用 以 描述 自由 落体 的 运动 规律 ”S= 也 gf， 可 以 刻 划 动能 与 


速度 、 质 量 之 闻 的 关系 羽 一 广 mV*; 也 可 用 以 表达 加 的 面积 
S 一 zr*。 它 可 以 表示 一 个 二 次 曲线 ， 表 示 某 天 体 运动 的 轨迹 ， 
也 可 以 表示 某 贺 锥 面 的 哉 线 。 

要 研究 自然 的 奥秘 ， 进 行 抽象 思维 ， 揭 示 客 观 规律 ， 必 须 
使 用 比 自 然 语言 远 为 优越 的 形式 化 的 符号 语言 。 馈 利 路 说 字 几 
这 部 书 是 用 数学 语言 写成 的 ， 这 是 有 其 深刻 道理 的 。 从 质子 、 
中 子 、 电 子 这 些 基 本 粒子 的 运动 ， 到 月 亮 、 地 球 、 太 阳 这 些 天 
体 之 间 的 关系 ， 从 简单 的 机 杠 运 动 ， 到 复 染 的 化 学 变化 ， 从 钦 
辑 思 维 的 基本 规律 ， 到 不 容 辩 驱 的 推理 和 证 明 ， 无 不 可 以 用 数 
学 语言 清晰 、 准 确 地 找 述 出 米 。 

例如 ， 牛 顿 力学 的 惯性 定律 、 作 用 力 与 反作用 力 定律 、 万 
有 引力 定律 可 以 用 数学 表达 式 分 别 表示 为 

FF =ma 
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以 此 为 基础 ， 既 可 以 粮 确 地 揽 述 太阳 系 中 的 行星 、 卫 星 和 堪 星 
的 运动 ， 又 可 以 完满 地 解释 地 球 上 潮汐 和 其 它 物 体 的 运动 。 

当然 ， 最 和 典型、 最 突出 的 例子 应 推 第 二 章 84 所 提 到 的 爱 
因 斯 坦 的 质 能 关系 式 ， 五 一 mc?。 该 公式 只 用 极 少 的 几 个 字母 ， 
却 深刻 地 揭示 了 微观 、 宏 观 、 宇 俏 无 数 质 能 变化 现象 的 规律 。 
图 别 地 ， 它 揭 开 了 原子 内 部 的 秘密 ， 使 人 们 发 现 了 蔓 藏 在 原子 
较 内 部 的 巨大 能 量 ， 攻 助人 们 发 汤 出 取 之 不 尽 ， 用 之 不 淆 的 能 
源 一 一 原子 能 。 

用 华罗庚 的 话 来 说 ，“ 化 工 之 巧 、 地 球 之 变 、 生 物 之 谜 、 
日 常 之 繁 ” 均 可 用 数学 符号 来 描述 。 随 着 数学 符号 运用 范围 的 
日 益 扩 大 ， 许 多 科学 家 于 脆 就 把 数学 的 符号 语言 称 为 “科学 的 
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二 、 构 造 数学 模型 


数学 符号 可 用 以 构造 数学 模型 。 

“只 有 在 详尽 给 当 现 实 世 界 的 一 个 模 现 之 后 ， 数 学 才能 出 
场 。 数 学 的 每 一 个 应 用 都 依赖 于 模型 。” 数 学 应 用 于 实际 的 关 
键 在 于 用 数学 语言 描述 出 所 要 研究 的 问题 ， 使 之 构成 一 个 数学 
问题 ， 这 个 数学 问题 被 称 为 研究 对 象 的 数学 模型 。 现 代 ， 数 学 
模型 方法 不 仅 是 处 理 数学 理论 问题 的 一 种 经 典 方法 ， 丽 且 也 是 
处 理科 技 领域 中 各 种 实际 问题 的 一 般 数 学 方法 。 

笛 卡 尔 在 他 的 《 思维 的 法 则 》 一 书 中 ， 首 设计 了 一 种 “能 
解 各 种 问题 ”的 “万 能 代数 模型 ”， 
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首先 ， 把 任何 问题 化 为 数学 问题 

其 次 ， 把 枉 何 数学 问题 化 为 一 个 代数 问题 ， 
最 后 ， 把 任何 代数 问题 归结 到 去 解 一 个 方程 式 。 
“万 能 代数 模型 ”的 械 图 为 ， 
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显然 ， 这 种 “万 能 方法 ”是 有 漏洞 的 ， 在 某 些 情况 下 是 不 
适用 的 。 笛 卡尔 未 能 完成 他 的 “法 则 ”， 然 而 ， 他 的 想法 有 着 
某 些 深 刻 的 道理 , 仍 不 失 为 “一 个 化 大 的 设计 ”, 即 使 失败 了 ， 
它 对 数学 方法 论 的 发 展 的 影响 是 不 可 抹杀 的 。 虽然 负 卡尔 的 
“万 能 方法 ”不 能 应 用 于 所 有 的 情况 ， 但 是 仍 能 适用 于 非常 多 
的 情况 ， 其 中 包括 一 些 十 分 重要 的 情况 。 用 “ 列 方 程 ”的 方法 
解 应 用 题 时 ， 正 是 按照 笛 卡 尔 的 基本 思想 去 做 的 。 布 列 方程 就 
是 建立 数学 模型 。 

现代 数学 模型 方法 正 是 笛 卡 尔 “ 万 能 代数 模型 ”方案 的 继 
续 延 体 和 直接 推广 ， 其 框图 为 
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可 以 罩 由 ， 制 作 数 学 模型 ， 离 不 开 数 学 符号 。 正 如 数学 家 
M， 黎 伯 特 ( M.Report ) 所 说 ， “数学 作为 创造 性 的 学科， 
按 三 个 基本 步骤 进行 

”1) 体验 一 个 问题 ， 并 从 中 发 现 一 个 模式 ， 

(2) 定义 一 个 符号 系统 来 表达 这 个 模式 ; 

(3) 把 这 个 符号 系统 组 织 为 一 个 系统 的 语言 。” 

广义 地 讲 ， 数 学 中 各 种 基本 概念 ( 如 实数 、 向 量 、 集 合 ， 
群 、 环 、 域 、 范 丹 、 线 性 空间 、 拓 扑 空 间 … ) 以 及 各 种 方程 式 
( 代数 方程 、 洱 数 方 程 、 微 分 方程 、 差 分 方程 、 积 分 方程 ) 等 
都 可 称 作 数学 模型 。 因 为 它们 都 是 以 各 自 相 应 的 现实 原型 作为 
背景 而 加 以 抽象 出 来 的 数学 对 象 。 

决 义 地 讲 ， 只 有 那些 反映 特定 的 问题 或 具体 事物 系统 的 数 
学 关系 结构 才 叫 数学 模型 。 在 应 用 数学 中 ， 构 造 数学 模型 的 目 
将 都 是 为 了 解决 具体 实际 问题 。 

17 世 纪 时 ， 伟 大 的 数学 家 、 物 理学 家 牛顿 研究 行星 绕 太 阳 
运动 的 规律 ( 太阳 、 行 星 二 位 体 问 题 ) ， 就 是 运用 了 数学 模型 
方法 。 他 忽略 了 其 它 各 种 天 体 的 影响 ， 并 把 太阳 与 行星 都 竺 成 
是 质量 集中 在 中 心 的 理想 质点 。 从 而 根据 万 有 引力 定律 得 出 了 
行 皇 线 太阴 运动 的 微分 方程 ， 苘 通过 微分 方程 的 解 ， 推 导出 了 
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开 普 勒 的 行星 运动 三 大 定律 , 即 ， 


现实 模型 
太阳 、 行星 二 位 体 问 题 上 | 


9” 开 普 其 | 
行星 运动 三 天 定律 ， ” 铂 分 方程 的 解 


科学 理论 的 数学 化 已 经 成 了 现代 科学 发 展 的 基本 特点 之 
一 ， 和 而 科学 理论 数学 化 的 关键 就 在 于 建立 适当 的 数学 模型 。 倒 
如 ， 在 生物 学 中 ， 可 以 用 微分 方程 模型 ( dN =hNdt ) 来 描述 
细胞 的 繁殖 和 人 的 增长 ， 可 以 用 伯 努 利 二 项 分 布 模型 (P{X 
二 } 二 ctprq"~* ) 来 描述 生物 群落 在 某 个 区 域内 的 分 布 ; 可 以 
用 线性 代数 网 络 模型 来 描述 生物 神经 系统 中 信和 号 的 传递 等 等 。 
这 样 ， 就 使 得 对 这 些 生 物 现 象 的 研究 上 升 到 了 精确 可 靠 的 定量 
分 析 的 水 平 。 故 有 人 说 ， 这 种 借助 数学 模型 来 显示 生物 现象 变 
化 规律 的 方法 ， 使 生物 学 获得 了 突飞猛进 的 第 二 次 生命 。 

现代 数学 模型 已 经 非常 广泛 地 应 用 于 自然 科学 .工程 技术 、 
经 济 科学 、 军 事 科学 、 交 通 运 输 等 科技 领域 。 在 它 的 各 种 应 用 
中 ， 作 为 数学 模型 的 “ 激 学 关系 结构 ”都 应 该 是 借助 于 数学 概 
念 和 符号 刻 划 出 来 的 某 种 结构 。 


三 、 表 达 数学 思维 模式 
数学 符号 可 用 以 表达 数学 思维 模式 。 
8T 


数学 思维 模式 是 人 脑 对 数学 信息 进行 加工 的 相对 稳定 的 思 
维 样式 。 激 学 思维 模式 与 数学 模型 有 区 别 又 有 关联 ， 它 是 出 一 
定 的 数学 知识 结构 与 数学 思维 方式 结合 而 成 的 动态 系统 。 

怀特 海 曾 说 过 ，“ 数 学 是 对 模型 的 研究 ”， 整 个 数学 实质 
上 是 由 各 种 层次 的 大 大 小 小 的 各 种 模型 所 组 成 的 模型 系统 。 而 
数学 思维 模式 就 是 识别 数学 知识 模型 的 有 效 途 径 和 形式 化 、 标 
准 化 的 思维 程序 。 因 此 数学 思维 模式 具有 约 简 思维 过 程 ， 降 低 
思维 强度 ， 提 高 思维 效率 的 认识 功能 。 

数学 思想 、 观 点 是 数学 知识 内 容 和 数学 思维 规律 的 高 庶 概 
括 ， 适 用 范围 逻 广 ， 因 闪 是 较 高 层次 的 或 一 般 的 数学 思维 模 
式 ， 例 如 ， 交 胃 模 式 、 方 程 模式 、 递 归 模 式 、 肥 加 并 式 、 允 近 
模式 和 了 瑞 射 模式 等 等 。 数 学 中 的 基本 原理 以 及 某 些 典 型 的 数学 
问题 的 解法 是 数学 思维 过 程 中 的 思维 反应 块 ， 相 当 于 房屋 建筑 
中 的 一 些 组 合 构 件 ,它们 适用 于 某 一 类 特定 问题 的 化 妇 , 因 而 ， 
是 一 些 较 低层 次 的 具体 的 数学 思维 模式 。 例如 ， 勾 股 定理 ， 韦 
达 定 理 等 都 是 具体 的 数学 思维 模式 。 

为 了 形成 那些 具体 的 数学 思维 模式 ， 数 学 符号 往往 是 不 可 
缺少 的 。 

众所周知 ， 整 数 的 加 法 和 梁 法 服从 五 个 算术 基本 规律 一 一 
加 法 和 坑 法 的 交换 律 、 结 合 律 、 委 法 关于 加 法 的 分 配 律 。 这 些 
运算 规律 ， 是 人 们 千 万 次 运算 经 验 的 总 颖 ， 为 了 要 表达 这 些 具 
eb i edn is 2 、3 这 种 表示 特定 数 
0 

a+b=8+a 
ab=ba 
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5 十 (8 十 c) 一 (gg 十 六 ) 十 e 
(ab)c=a(be) 
a(b+ce)=ab+ac 

这 组 公式 堪 称 算术 、 代 数 乃 至 整个 数学 的 基础 。 它 伴 助 赛 
元 ， 把 人 们 的 运算 经 验 表 示 为 “相对 稳定 的 思维 样式 ”。 正 如 
日 本 学 者 池上 嘉 彦 所 说 :， “使 一 般 泪 的 理解 方法 固定 下 来 的 是 
符号 ”。 人 类 使 用 符号 表达 数学 思维 模式 ，“ 肖 定 和 维持 已 经 
诞生 的 人 类 文化 秩序 ， 使 之 功能 化 。 

关于 极限 的 定义 ， 也 是 很 典型 的 例子 。 极 限 的 思想 可 追 小 
到 古代 但 是 直到 和 牛顿 时 代 ， 人 们 还 未 建立 严格 的 极限 定义 。 
那 时 和 牛顿 所 运用 的 极限 概念 还 只 是 直观 性 的 语言 描述 ( 以 数列 
为 例 )， . 

对 于 数列 { a。} ， 如 果 当 # 无 限 增 大 时 ，G: 无 限 地 接近 于 
常数 4， 那 么 就 说 { ac } 以 4 为 极限 。 

这 种 描述 性 语言 ， 人 们 容易 理解 ， 但 它 没 有 定量 地 给 出 两 
”个 “无 限 过 程 ”之 间 的 联系 ， 不 能 作为 科学 论证 的 逐 辑 基 础 。 
正 因为 当时 馈 少 严格 的 极限 定义 ， 微 积分 理论 才 受 到 人 们 的 怀 
疑 、 攻 击 。 如 在 瞬时 速度 娄 念 中 ， 究 竞 人 Ai 等 于 零 还 是 不 等 于 
零 牛顿 自己 也 左右 为 难 ， 无 法 解 硫 。 众 所 周知 ， 这 个 微 积分 
理论 基础 问题 ， 后 来 是 柯 西 与 维尔 斯 特 拉 斯 解决 的 。 他 们 建立 
了 严格 的 极限 定义 【 仍 以 数列 为 例 ) ， 

设 {a, } 为 一 数列 ，4 是 一 和 常数， 如果 对 任何 se 盖 0， 总 存 
在 自然 数 诊 ， 使 得 当 ? > 六 时 ， 不 等 式 le。 一 41<e 重 成 立 ， 则 
称 {a } 的 极 跟 是 4。 

这 个 定义 ,借助 不 等 式 符号 ， 通 过 变 元 e 和 NN 之 间 的 关系 ， 
定量 地 、 具 体 地 刻 划 了 两 个 “无 限 过 程 ”之 间 的 联系 。 因 此 ， 
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这 样 的 定义 是 严格 的 ， 可 以 作为 科学 沦 证 的 基础 ， 至 今 仍 不 显 
得 陈旧 。 

这 种 符号 语言 不 仅 给 出 数列 极限 的 严密 定义 ， 而 且 给 出 了 
证 明 数列 极限 的 思维 模式 一 一 一 种 “形式 化 、 标 准 化 的 思维 程 
序 ”， 要 证 明 lima,= 4， 只 要 先 任意 给 定 一 个 小 正 数 e, 再 设 
法 探求 相应 的 “NV”, 使 得 4 之 入 时 ，|o, - 4j <* 便 成 立 ， 

可 见 ， 数 学 符号 具有 表达 数学 思维 模式 的 载体 功能 、 正 如 
池上 嘉 背 所 说 ,符号 的 组 合 “ 能 够 规定 思考 方式 ”。 


82 符号 暗示 信息 


符号 具有 意 指 作用 ， 因 此 ， 能 暗示 信息 。 信 号 弹 上 天 ， 暗 
示 战 斗 开 始 ， 公 路 旁 的 急 转 弯 警告 标志 ， 了 暗示 驾驶 员 要 三 速 。 
数学 符号 所 暗示 的 信息 量 更 大 ， 可 信 度 更 高 。 

数字 规律 ， 字 母 符 号 或 表达 式 的 结构 、 特 征 等 都 有 自己 的 
思想 内 容 ， 都 能 略 示 某 种 信息 。 对 这 种 信息 的 捕捉 能 力 是 科研 
工作 者 的 需要 ， 一 个 富有 直觉 泥 察 力 的 数学 家 ， 对 这 种 信息 的 
反应 总 是 很 敏感 的 。 

数学 特别 是 数论 中 好 多 重要 定理 都 是 从 发 现 某 种 数学 规律 
开始 的 ， 正 如 欧 拉 所 说 ，“ 今 天 人 们 所 知道 的 数 的 性 质 ， 几 乎 
都 是 由 观察 发 现 的， 并 且 早 在 用 严格 论证 确定 其 真实 性 之 前 就 
被 发 现 了 。 甚 至 到 现在 还 有 许多 关于 数 的 性 质 是 我 们 所 熟悉 而 
不 能 证 明 的 ， 只 有 观察 才 使 我 们 知道 这 些 性 质 。” 这 里 ,观察 
的 作用 就 是 发 现 数字 间 的 各 种 规律 。 

欧 拉 在 一 本 简短 笔记 中 指出 ， 对 正 值 参 数 *， 级 数 
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we A a ee ee 


Xz 
rly i ee Cnt 3) 


DT (1) 
对 所 有 x 值 都 收敛 。 并 提出 一 个 令 人 惊异 的 猪 想 ， 

册 级 数 (1) 所 定义 的 函数 当 0<n<3 时 仅 有 实 零 点 ， 岂 有 无 
并 多 个 ， 合 当 n 沁 3 时 ， 没 有 实 零点 。 这 里 ， 他 把 n 当 作 连 续 变 
动 参数 。 

欧 拉 观察 了 关于 一 1，2，3，4， 级 数 (1) 的 和 及 其 零点 


本 和 | 零点 
1 | cos | 土豆， 填 ， +- 5 
| 
2 ] .SiNnx 十 xn,， 圭 2x ,十 37 
内 
本 30= 圭 2x 十 4x， 土 67T， 


这 


欧 拉 观察 出 一 个 差异 。 在 前 三 个 实例 中 所 有 零点 都 是 实 
的 ， 在 最 后 一 个 实例 中 没有 一 个 零点 是 实 的 。 欧 拉 注 意 到 在 前 
两 个 与 第 三 个 实例 之 间 又 存在 颇 为 微妙 的 差异 ， 对 一 1 与 4 一 
2 ， 两 个 根 邻 的 党 点 之 间 的 距离 是 r ( 当 # 一 2 时 ， 相 邻 于 原 点 
的 零点 例外 ) ， 但 对 = 8 ， 祖 邻 零点 间 的 距离 是 2x( 相 邻 于 
原点 的 零点 也 例外 ) 。 这 激 起 他 进一步 的 观察 ，m=- 3 时 ， 所 有 
零点 都 是 二 重 零点 。 这 是 窗 有 了 暗示 性 的 结果 。 欧 拉 说 ， 然 而 我 
们 由 分 析 得 知 “ 一 个 方程 的 两 个 根 总 是 在 由 实 根 到 瞄 根 的 过 渡 
中 相合 。 那 么 ， 我 们 可 以 异 懂 为 什么 当 n 超 过 3 时 ， 所 有 零点 突 
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然 变 成 复 的 ”这些 观察 数据 ， 对 钦 拉 起 了 暗示 作用 ,他 从 中 发 
现 ， 级 数 (1) 的 和 函数 当 0<n 志 3 时 仅 有 实 零 点 ， 且 有 无 穷 多 
个 ， 但 当 n 沁 3 时 ,没有 实 和 零点。 

在 欧 拉 时 代 ， 趣 越 方 程 零点 的 实 性 问题 完全 是 新 的 ， 甚 至 
在 今天 人 们 也 不 具备 系统 的 方法 来 解决 这 样 的 问题 。 事 实 上 ， 
现今 人 们 还 不 能 证 实 黎 受 的 著名 假设 是 真是 假 。 因 此 ， 欧 拉 的 
猜想 极其 大 胆 、 令 人 惊 到 的 。 欧 拉 是 从 几 个 零星 数据 的 特征 去 
猜测 整体 的 ， 表 现 出 超人 的 直觉 润 察 力 。 读 者 也 许 会 问 ， 为 什 
么 欧 拉 只 考虑 ?= 1 ，2 ，3 ，4 这 几 个 实例 就 能 进行 推测 。 这 
是 因为 欧 拉 抓 住 了 有 力 的 党 证 科 料 ， 获 得 关键 的 信息 。 

举例 来 说 吧 。 大 家 熟知 ， 带 有 参数 的 方程 

2 一 上 一 0 
当 &>>0 时 有 两 个 实 根 上 当 衣 =0 时 出 现 二 重 根 ， 当 有 <0 时 有 两 个 
盛 根 。 这 就 是 说 ，“ 方 程 挤 两 个 根 总 是 在 由 实 根 到 虑 根 的 过 渡 
' ,也 许 欧 拉 的 记忆 中 也 有 这 祥 的 洪 知 .为 此 ， 欧 拉 根 据 
?TI，2，3，4 了 时 的 观察 资料 ， 就 有 足够 的 理由 推测 :级 数 
(1) 的 和 瑟 数 当 0< 之 nS8 时 仅 有 实 零 点 ， 当 # 沁 3 时 ,没有 实 零 
点 。 这 里 2 一 3 时 的 实例 是 欧 拉 作出 猜想 的 最 强 有 力 的 、 最 有 寂 
发 性 的 旁证 材料 。 
tn 
值 (如 4 一 去 ， 地， 于 ) ， 进 行 了 检验 ， 经 过 多 次 核验 ， 他 相信 
其 正确 性 。 
时 障 150 年 ， 台 。 波 里 亚 证 实 了 欧 拉 的 猜想 。 详 见 操 。 波 里 


亚 的 论文 《关于 欧 拉 论文 的 超越 方程 》(《 意大利 数学 家 学 会 
会 报 少 第 5 卷 ，1926，64 一 68 页 ) 。 
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符号 的 障 示 作 用 对 于 数学 解 题 也 是 可 贵 的 。 在 数学 解 题 中 。 
正确 思路 的 选择 是 头等 重要 的 ,正如 G- 波 里 亚 所 说 ，“ 解 题 的 
成 功 要 洁 正 确 思路 的 选择 ， 要 车 从 可 以 接近 它 的 方向 去 攻击 堡 
人 垒 。” 就 像 公 路 旁 的 指示 标志 能 隧 示 方向 一 样 ， 数 学 符号 能 暗 
示 解 题 思路 。 

运算 符号 获 含 了 相应 运算 的 基本 性 质 ， 它 所 暗示 的 解 题 思 
路 对 于 数学 解 题 是 头等 重要 的 。 

例 已 知 y 一 3x2 十 Varcsinx— 也 + % 一 2 ， 求 log,y 
的 值 。 

如 果 不 假 思索 ， 直 接 进行 对 数 运算 是 无 效果 的 ， 为 了 解 题 
的 成 功 ， 必 须 选 择 正 确 的 思路 。 仔 细 观 察 题 意 , 可 以 发 现 式 中 有 
个 算术 根 符号 “VYV ” ””””。 符 号 是 意愿 的 标志 ， 传 播 一 定 
的 意义 ,这 里 ， 符 号 “Y”“” 向 我 们 传播 一 种 信息 一 一 被 开 方 
数 不 小 于 零 ， 暗 示 了 题 没 中 的 隐 含 条 件 ，arcsinx 一 可 之 0, 再 


考虑 到 反正 纺 通 数 的 值 域 ，| arcsinx | 声 了 ， 本 题 就 不 难 解决 


了 。 
对 数 运 算 的 符号 所 扶 播 的 信息 量 更 大 。 
例 ”求解 关于 x 的 方程 
log X 一 一 工 《其 中 c d，X ERR，c 王 0)。 


‘Cexnt+dy 


对 数 符号 “log” 本 身 ,向 我 们 传播 了 几 个 信 息 ， x 二 0， 
cx+>0, CX 十 全 > 本 二 


再 考虑 方程 中 的 等 号 ， 就 可 列 出 下 列 方程 ， 
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{ x>0 (1) 


d 
ext >0 (2) 
d 
CX 十 i 下 《3 ) 
‘x(cx OC)=1 (C4) 
考虑 到 (2) 被 包含 在 (1), 4) 中; 根据 (4),(3) 与 x 羡 工 等 价 , 所 
以 上 述 方 程 组 又 可 简化 为 
x>0 
XX 太 1 


ad 
XxX{tcx+ ps 1 


进而 解 得 
[A 
二 > 
ee 
于 是 ， 当 上 > 0 且 荆 = 于 ss 工时， 方程 有 只-- 解 
.5 


sd a 
当 一 二 全 < 0 或 二 = 工时 ， 方 程 无 解 ， 
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数字 符号 的 规律 也 能 路 示 解 题 思路 。 

例 设 PP 为 等 边 三 角形 A4BC 外 一 点 , 且 PA= 3,PB=4。 
PC= 5 ， 求 AABC 的 边 长 。 

分 析 了 PPA、PB 已 知 ， 欲 
求 48 的 入, 可 定 八 PBA 内 运 | 
用 余弦 定理 ,为 此 ,需求 和 人 APB 
的 度数 。 题 中 数字 “3 、4 、 
5 ”有 明显 的 特征 , 它 暗 示 我 们 
一 个 信息 有 直角 三 角形 或 者 
可 构造 一 个 直角 三 角形 以 便 使 
用 。 当 然 ,所 构造 的 直角 三 角形 ， 
必须 对 求人 APB 有 利 , 汶 此 , 设法 变更 线段 PC 和 PA 的 位 置 ， 
使 之 和 了 B 组 成 家 角 三 角形 。 考 蕊 到 和 八 4BC 是 等 边 三 角形 , 以 点 
4 为 旋转 中 心 ， 将 人 A4PC 道 时 针 旋 转 69", 则 顶点 已 到 达 点 4 的 
位 置 ,顶点 C 到 达 点 8 的 位 置 ( 见 图 3-1 ) 。PC 到 达 M 的 位 
置 。 1 


图 3-1 


人 PCeesAaMf 4 
» PA=M4 
PAM=60° 
» JLMPA=60° 
IPM=PA= 3 
» LAPB=30° 
难点 宜 告 解决 。 
在 数学 题 题 设 条 件 中 , 字 每 符号 所 呈现 出 的 各 种 特征 ,都 暗 
示 着 解 题 银 路。 特别 地 ,在 题 设 条 件 里 地 位 相同 的 未 知 基 障 示 着 
它们 在 解答 中 的 地 位 也 相同。 根据 这 个 原理 在 很 多 时 候 能 使 我 
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一 六 AMP8B 为 直角 三 角形 


们 预测 到 问题 的 解 ， 或 者 发 现 解 题 途径 当然, 其 还 由 是 不 充足 
的 。 人 们 把 这 样 的 原理 称 为 “不 充足 理由 律 ”。 
例 已 知 三 正 数 4、656、c 满 足 4+b 十 c 二 1 ， 求 证 


《at 二 )*+(b+ 记 )*+(c+ 汪 )* 之 0 (1) 
分 析 ”在 题目 的 条 件 与 结论 中 ，a、6b、c 的 “ 址 位 ”是 平等 


的 ， 根 据 不 充足 理由 律 ， 我 们 可 以 预测 当 左 边 各 项 等 于 -9 ， 
即 o 一 /一 < 一 于 时 ,结论 中 的 等 号 成 立 。 依 此 猜测 先 将 所 需 结论 
转化 ,再 进一步 探索 证 明 途 径 。 

(6 十 二 )3 十 (8 十 二 ) 二 (ce 十 二 7 


arth to)+ (+ +)+6 (2) 
ee 
令 A=a*+b Tc， B= Ss 十 bY +oz, 
1 1 1 10 
当 4 二 6 二 C= 二 -了 时 ， A=3， B=27, 而 二 十 27 十 6 Tae* 


因 虹 ， 把 (1)，(2) 右 边 相 比 可 以 看 出 ， 要 证 明 原 式 只 需 证 
明 A 之 才 ，B 之 27。 


先 证 4 之 和 ， 即 3 4 之 1。 


根据 已 知 条 件 应 该 证 明 3(4a: 十 6? 直 c*) 之 (6 十 6 十 6)*， 这 
只 要 由 2(a: 十 5 十 cz ) 芝 2Kabp bc 十 co} 两边 各 加 a? 十 b* 十 c?， 
即 得 。 

再 证 有 27。 

8= 二 + 声 + 二 >3 (ls) 


90 


由 A >0， 


1 
得 obc< 节 ， 本 27。 


故 得 B238/277 一 27。 

“不 充足 理由 符 ”特别 适用 于 对 称 福 ， 数 据 和 条 件 里 的 对 
称 性 往往 在 解 里 得 到 反映 。 在 某 种 程度 上 , “数据 和 条 件 里 的 对 
称 性 ”不 仅仅 被 “求解 对 象 ” 所 反映 ， 而 且 亦 为 “求解 过 程 ” 
所 肥 映 。 入 们 把 这 种 原理 叫做 对 称 性 原理 。 

例 已 知 四 面体 ?一 4BC 的 六 条 楼 长 之 和 为 1, 并 且 作 A4PB 
一 人 BPC== 人 人 CPA 一 90"， 试 求 它 的 最 大 体积 ( 美国 第 五 局 中 
学 数学 奥林匹克 竞赛 试题 ) 。 

.和 解 设 PA4=a, PB=b, PC=c。 
则 AB=Vai+tbi, BC=vVbi+oY, 


CA= we 十 Ga 

根据 题 意 ， 有 
1 一 G 十 日 十 c 十 wa 十 82 十 WwW 十 cs 十 wcs 十 6 (1) 
Fob (2) 


不 难看 由 ，(1)、(2) 两 式 都 是 4 、b、c 的 轮换 对 称 式 。 这 种 
对 称 性 ,使 得 4a、5、c 在 求 体积 最 大 这 个 问题 上 所 起 的 作用 是 相 
同 的 。 根 据 不 充足 理由 律 ， 我 们 可 以 预测 ， 当 4 二 6 一 < 时 ， 体 如 
最 大 。 

我 们 由 (1)、 人 c 时 四 面体 的 体积 。 这 时 ， 


I 
/= CT 


下 面 只 要 证 得 
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1 1 i 
6 El HTTrIF)) 


就 证 实 了 我 们 的 猜想 。 
1 1 ! 
要 证 ”有 bes [30TTT737 
只 要 证 


(1+v 73)*Sabc 
Fatbtetv ato tV te t/a ) 
由 于 ya60 地 (a+b+c)， 因 而 只 要 证 
V3* Babc SVTo tre Ace: 十 G2》 
上 式 的 确 是 成 立 的 ， 这 是 因为 
襄 《 wa 十 六 十 AD 十 CE 十 scz 十 5) 


PUT TPIT yoTTar 
之 S29ab2bc2ca = Aabe 

现代 ,对 称 性 原理 已 经 渗透 到 自然 科学 的 很 多 领域 .杨振宁 
博士 说 过 ，“ 三 十 多 年 来 ， 我 进行 的 物理 研究 工作 ， 都 同 对 称 
性 原理 和 统计 物理 两 大 题目 有 关 。”1979 年 ,他 在 关于 纪念 爱 因 
斯 坦 诞辰 一 百 周 年 的 会 上 ， 讲 演 的 一 个 主题 是 “对 称 性 决定 相 
互 作用 ”。 

人 们 评价 说 ， 对 称 性 原理 “支配 着 理论 物理 学 家 创造 了 数 
学 表达 形式 ， 它 使 我 们 懂得 应 该 怎样 创立 理论 ， 才 能 精确 地 描 
述 自 然 界 。” 
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TY 上“ 


83 约 简 思维 ,促进 思维 “机 械 化 ” 


数学 家 怀特 海 ( A .H,Whitehead ) 曾 说 过 : “一 个 良好 
的 标记 法 ， 使 头脑 摆脱 了 不 必要 工作 的 负担 和 约束 ， 使 它 集 中 
于 先进 的 问题 ， 这 就 在 事实 上 增加 了 人 类 头脑 的 能 力 。 在 数学 
中 ， 问 题 的 陈述 、 推 理 的 过 程 以 及 定量 计算 ， 都 运用 简明 的 数 
学 符号 ， 大 大 简化 和 加 速 思维 的 进程 ， 促 进 思 维 “ 机 械 化 ”， 
已 维 的 经 济 原则 在 数学 中 得 到 了 高 度 的 发 挥 。 正 如 数学 家 马 粮 
所 说 ， “数学 的 力量 在 于 它 避 免 了 一 切 不 必要 的 思想 而 采取 了 
最 为 经 济 的 思维 方式 序号 被 称 之 为 数 ,这 就 已 经 形成 了 一 种 奇 
妙 、 简 单 而 又 经 济 的 系统 , 当 我 们 进行 数 的 乘法 运算 时 ,对 于 乘 
法 表 的 利用 ， 就 使 我 们 能 以 利用 先前 已 完成 的 结果 ， 而 不 必 每 
一 次 都 去 作 重复 的 运算 。 又 如 当 我 们 利用 对 数 表 时 ,同样 也 是 利 
用 已 完成 的 计算 去 取代 新 的 数值 计算 。 再 例如 , 当 我 们 利用 行列 
式 去 解 方程 组 时 ， 以 及 当 我 们 把 新 的 积分 表达 式 分 解 成 其 它 已 
知 表达 式 的 时 候 ， 我 们 就 可 看 到 拉 格 朗 日 或 柯 西 的 智力 活动 ， 
他 们 总 是 以 军事 司令 官 的 敏锐 识别 力 ， 统 是 着 所 有 已 完成 的 运 
算 的 “军队 ’ ,并 由 此 而 去 执行 新 的 运算 任务 。” 有 些 数 学 家 还 把 
数学 说 成 是 “极端 的 思维 经 济 学 ”。 


一 、 使 用 符号 可 以 约 简 推理 步 双 


数学 离 不 开 推 理 。 怀 特 海 曾 说 过 :“ 在 最 广泛 的 意义 上 说 ， 

数学 乃 是 多 种 形式 的 必然 的 演绎 推理 的 展开 。 数 学 被 称 为 演绎 

的 科学 ， 它 的 每 一 学 科 都 要 求 从 最 少 的 几 个 原始 概念 和 最 少 的 

凡 条 公理 出 发 ， 经 过 推理 得 到 该 学 科 的 全 部 知识 。 例 如 , 通常 的 
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几何 ， 是 仅 由 五 条 公理 ( 欧 几 里 德 公理 ) 出 发 推导 出 来 的 ， 数 
论 也 是 仅 由 五 条 公理 ( 皮 亚 诺 公 理 ) 出 发 推导 出 来 的 。 如 此 等 
等 ， 不 胜 枚 举 。 罗 素 和 怀特 海 在 《 数学 的 原理 》 一 书 中 还 说 ， 
“纯粹 数学 是 所 有 形 如 “pb 蕴 涵 g’ 的 所 有 命题 类 。” 其 实 ， 这 种 
说 法 是 片面 的 ， 它 只 反映 了 数学 的 一 个 侧面 : “已 严格 地 提出 
来 的 数学 是 一 门 系统 的 演绎 科学 ”。 然 而 ,“ 正 在 形成 过 程 中 的 
数学 是 一 门 实验 性 的 归纳 科学 。” 数 学 中 还 经 常 运用 归纳 推理 、 

符号 与 推理 有 密切 关系 ,古代 ,斯 多 历 派 的 哲学 家 们 提出 符 
号 问题 ， 就 是 为 了 建立 严密 的 三 段 论 逻辑 的 需要 。 他 们 认为 , 答 
号 间 的 关系 就 像 是 三 段 论 向 外 部 物质 的 投影 。 数 学 符号 对 于 数 
学 推理 “看 来 是 必 不 可 少 的 ”， 使 用 合宜 的 符号 系统 可 以 使 数 
学 推理 步骤 变 得 简单 ,达到 以 最 少 的 思维 获得 最 佳 效果 的 效能 。 

波 里 亚 曾 说 过 ，“ 对 数学 符号 的 重要 人 性 我 们 几乎 总 是 不 会 
估计 过 高 的 。 现 在 使 用 十 进 制 符号 的 计算 工作 者 比 古 代 不 能 以 
如 此 方便 的 形式 记 数 的 计算 工作 者 要 沾 光 得 多 。? 所 谓 沾 光 ， 就 
是 约 简 了 思维 , 拉 普 拉 斯 也 曾 盛 赞 阿 拉 伯 数字 符号 :“ 用 不 多 的 
记号 来 表示 全 部 的 数 的 思 柱 ,赋予 它 的 除了 形式 上 的 意义 外 ,还 
有 位 置 上 上 的 意义 ， 它 之 所 以 如 此 绝妙 ， 正 是 由 于 这 种 简易 〈 思 
维 的 方便 ) 难以 估量 。” 阿 基 米 德 堪 称 十 今 中 外 最 伟大 的 一 个 数 
学 家 ， 高 斯 最 均 佩 阿 基 米 德 ， 可 是 高 斯 对 阿 基 米 德 未 能 发 明 十 
进位 制 及 其 表示 法 表示 遗 司 ， 高 斯 说 ，“ 令 入 不 解 的 是 ,他 怎 
人 么 会 设 有 看 出 这 一 点 ， 假 如 阿 基 米 德 能 作出 这 个 发 现 的 话 ， 那 
么 现在 的 科学 该 处 在 多 么 高 的 水 平 上 呀 ! ”可 见 ， 高 斯 对 十 进 
制 符号 的 思维 功能 有 极 高 的 评价 。 

在 击 代 ， 关 于 一 元 二 次 方程 的 根 的 一 般 讨 论 要 守 上 200 肌 
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纸 ， 而 在 现在 只 要 1 页 纸 就 足够 了 ,这 是 因为 借助 于 代数 的 符 
号 系统 ,当初 ,篇 卡尔 正 是 由 于 署 到 了 符 导 代数 有 约 简 思维 、 辑 
速 进 程 的 巨大 威力 ， 才 着 手 把 代 数 用 于 几何 的 伟大 工作 。 之 后 ， 
解析 几何 的 发 展 ， 果 让 达到 了 篆 卡 尔 的 目标 。 不 妨 ， 团 个 实例 ; 

如 图 3-2, 过 一 加 的 48 弦 
和 的 由 点 以 ， 引 任意 二 弦 忆 号 和 
EF, 连 接 CF 和 ED 交 .AB 弦 于 
P,Q9, 

求证 PM= MQ。 

这 是 历史 名 题 ， 因 其 图 形 
奇 巧 ， 酷 以 解 历 起 甸 的 蝴蝶 ， 
效 名 蝴蝶 定理 。 它 在 1815 年 就 ”. 
被 英国 数学 家 和 狼 纳 (Tiorner ) 图 3-2 
证 明了 ， 但 至 今 仍 引 吸 着 众多 的 学 者 ， 证 明 方 法 很 多 ， 长 短 不 
一 、 难 易 不 同 。 下 面 轩 看 它 的 解析 证 明 法 。 

要 证 PH= 和 HQ， 如 果 以 了 用 为 原点 , 以 AB 为 * 轴 建 立 直 和 角 
坐标 系 〈 如 图 3-2 ) , 则 只 须 证明 ， 了 与 Q 的 横 坐 标 之 和 等 于 0， 
为 此 ， 只 要 设法 寻找 一 个 二 次 方程 。 它 的 一 次 项 系数 为 零 ， 而 
点 与 Q 的 模 坐 标 满足 该 方程 ,这 是 可 以 办 到 的 。 

设 贺 的 方程 为 

x2+{(yta) < 六 
看 线 CD 和 ERP 的 方程 依次 为 

y= x, 六 中 2 
加 和 两 相交 前 线 组 成 的 二 次 曲线 系 为 

LCx+(y+a)—r I +AC Cy—Rx)(y ~k sx) =O 
令 y 一 0， 则 已 点 和 Q 点 的 模 尝 标 满 足 二 次 方程 
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‘Cut+Ah ho r+ ua:—r:)= 0 
-由 于 一 次 项 系数 为 零 。 帮 二 根 < ;与 xs 之 和 为 等 ， 所 以 MP= 
QM, 

这 是 -- 个 杰出 的 征明。 如果 用 一 个 运用 综合 法 的 几何 证 明 
与 之 比较 ， 就 足以 看 出 这 种 证 法 的 确 是 节省 了 推理 步 驰 。 

关于 微 积 分 符号 , 有 人 提出 :，“ 茉 布 尼 欧 发 明 的 是 微 积分 ， 
还 是 一 个 特别 巧妙 的 微 积 分 符号 体系 ? ”当然 ， 应 当 谎 是， 他 
发 明了 两 者 .事实 上 ,他 的 微分 和 积分 符号 抓 住 了 他 的 微 积 分 的 
本 质 ， 使 得 符号 和 概念 成 为 不 可 分 割 的 。 正 如 大 们 所 说 , 菜 布 尼 
汞 的 符号 表示 法 可 以 作为 一 种 “ 填 得 见 、 摸 得 着 的 媒介 ， 以 便 
用 来 指导 思维 ”， 最 突出 的 例子 是 微 积 分 基本 公式 

| da F(b)—F(o) 

(这 里 f(x) 是 区 间 Ca，b ] 上 的 连续 通 数 ，FCx) 是 fC*。 
的 原 函 数 。) 

这 个 公式 以 极其 简洁 的 符号 ， 揭 党 了 定 积分 和 不 定 积分 这 
两 个 不 同 概念 间 的 内 在 联系 。 本 来 ， 人 们 计算 定 积分 ， 必 须 计 
算 积分 和 的 极限 ， 对 于 不 同 的 积分 和 必须 寻求 不 同 的 途径 ， 大 
多 是 艰难 的 途径 。 这 种 困难 ， 使 得 徽 积分 方法 迟 迟 不 得 推广 。 自 
从 后 顿 、 菜 布 尼 获 建立 这 个 公式 之 后 ， 人 们 就 得 到 了 求 定 积分 

的 一 般 方 法 ， 极 大 地 约 简 轧 维 ,加 速 了 思维 进程 ,正如 莱 布 尼 获 
自己 所 说 ， 符 号 方法 可 能 “对 推理 增加 的 威力 大 大 超过 光学 仪 
器 对 视力 的 辅助 作用 。” 


Se 符号 的 推演 代 备 思维 推演 


我 们 知道 ， 业 布 尼 芯 首先 浊 出 了 食用 数学 符号 的 方式 ,为 
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人 类 的 思维 也 建立 一 套 普遍 适用 的 符号 体系 ， 也 就 是 说 要 创造 
一 个 “万 能 算法 ”。 他 认为 ,数学 由 于 有 一 套 独 特 的 符号 系统 ， 
因而 能 够 有 效 地 表达 思想 和 进行 推理 。 如 果 人 的 思维 中 的 概念 、 
判断 和 推理 等 也 能 用 适当 的 符号 来 表示 ， 我 们 就 可 以 借助 这 套 
符号 来 进行 轴 维 的 运算 ,用 计算 来 代替 思考 。“ 有 了 这 种 东西 ， 
我 们 对 形而上学 和 道德 问题 就 几乎 能 像 几何 学 和 数学 分 析 一 样 
进行 推论 。” “两 个 哲学 家 也 不 需要 辩论 ,因为 他 们 只 要 拿 起 石 
笔 ， 在 石板 前 夯 坐 下 来 ， 彼 此 说 一 声 ， 我 们 来 算 算 ， 世 就 行 
了 。” 尽 管 菜 布 尼 茨 没有 完成 他 的 计划 ,但 他 的 工作 对 后 世 有 极 
大 的 影响 ,现代 ,在 数理 逻辑 中 ， 概 念 、 判 断 、 推 理 和 证 明 全 部 
可 以 用 符号 和 式 子 十 分 简洁 地 给 予 表示 。 例 如 ,古典 逻辑 中 的 矛 
导 律 、 排 中 律 和 传递 律 可 以 分 别 表 示 如 下 ， 

牙 朱 律 : pP 八 一 Pp 三 0; 

排 中 律 ， pVp 二 13 

传递 律 : (pq) 八 (qr)->(pr)。 

在 数理 逻辑 中 已 经 把 推理 和 证 明 过 程 符号 化 、 形 式 化 了 ， 
从 一 些 简 单 明 了 的 公理 出 发 ， 使 用 一 些 简 单 甚至 机 械 的 推理 规 
则 和 步骤 , 便 可 解决 日 常生 活 或 科学 研究 中 的 逻辑 推理 问题 。 
”人 例 甲 、 乙 、 丙 ,了 四 人 同时 参加 一 次 数学 竞赛 , 赛 后 ， 
他 们 四 人 预测 名 次 的 谈话 如 下 ;: 

甲 。 丙 第 一 和 名， 我 第 三 名 ， 

乙 : 我 第 一 名 ， 丁 第 四 名 ! 

丙 : 丁 第 二 名 ， 我 第 三 名 ， 

丁 没 说 话 。 

最 后 公布 结果 时 ， 发 现 他 们 的 瑞 测 都 只 对 了 -- 半 ， 请 你 说 
出 这 次 竞赛 中 ， 甲 、 乙 、 两 、 于 四 人 的 名 次 ( 假设 四 人 没有 并 
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列 的 名 次 )。 

解 “ 甲 第 一 ” 记 为 41!，“ 甲 第 二 ” 记 为 42…… ,以 此 次 
推 ， 则 甲 说 的 记 为 Ci:4;:， 乙 说 的 下,D， 两 说 的 记 为 忆 :Ci 。 
由 于 他 们 的 预测 都 只 对 了 一 - 半 ， 因 此 

(CiAs) +(C1As)=1 
(BD)+(BD,)= 1 
(DCs)+(DC)= 1 


((CiAs) +(C 3) CBD)+BD)) LD,Cs) 
+(D.C) ) 


一 了 
左边 展开 为 
Cd 了 D 万 ,CCd TD,DD,C， 
+O AsSBIDD Cs + CC ABID DC, 
+CIAsSBID DCs+C ABD DT, 
+CIAsBD DC +CIA BDD,C, 
因为 它们 的 和 等 于 1 ， 故 这 八 个 式 子 中 至 少 有 一 个 为 真 。 
第 一 个 式 子 C 4: 已 ,万 ,Cs 中 ,4 和 Cs 即 甲 和 丙 都 是 第 
三 ,这 个 命题 不 真 ， 故 其 值 为 0 。 第 二 个 式 子 和 第 六 个 式 子 中 ， 
万 :和 万 ,矛盾 ， 第 三 个 式 子 中 4 和 Ca 矛盾 ,第 五 个 式 子 和 第 七 
个 式 子 中 C ,和 Cs 矛盾 ， 第 八 个 式 子 中 C1 和 Bi; 矛盾 ， 故 只 有 第 
四 个 式 子 C,43:B8 :万 ,站 :C 为 嘉 例题 ， 其 值 为 1， 所 以 ， 乙 第 
一 ， 丁 第 二 ， 甲 第 三 , 丙 第 四 。 
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三 、 符 号 化 促进 思维 的 “机 撼 化 ” 


必 一 个 国定 的 程式 解决 一 类 问题 ， 这 就 是 数学 机 械 化 的 基 
本 思想 。 追 求 数学 的 机 械 化 方法 ， 是 我 国 古 代数 学 的 优秀 传统 
之 一 ,我 国 古代 数学 研究 的 中 心 问题 是 问题 求解 ,把 问题 分 成 若 
和 干 类 ， 分 别 研 究 其 解 题 方法 〈 一 系列 确定 的 步骤 ) ， 会 一 个 方 
法 ， 便 能 解决 一 类 问题 。《 九 章 算术 》 就 有 这 种 特点 。 事 达 引 入 
代数 符号 体系 之 后 ， 代 数 的 中 心 问 题 一 一 解 方程 问题 就 有 了 恩 
定 的 程式 ， 或 者 说 是 有 了 机 械 法 则 。 对 于 其 它 数学 问题 ,特别 是 
几何 问题 ， 能 不 能 也 建立 一 套 视 械 化 的 求解 法 则 锯 ? 

我 们 知道 ， 笛 卡尔 首先 觉察 到 符号 代数 具有 一 种 使 思维 
“ 栅 袜 化 ”的 可 能 性 。 他 试图 建立 “万 能 代数 模型 ”， 就 是 想 
对 一 切实 际 问题 建立 一 套 机 破 化 的 求解 步骤 ， 因 为 “一 切实 际 
河 题 化 为 数学 问题 ， 一 切 数 学 问题 化 为 代数 问题 ， 一 切 代数 问 
题 化 为 代数 方程 求解 问题 。” 而 代数 方程 求解 是 有 机 固 法 则 
的 。 

尽管 第 卡尔 没有 完全 实现 他 的 计划 ， 但是， 他 创立 了 解析 
几何 方法 ， 把 初等 几何 问题 化 成 了 代数 问题 。 

荣 布 尼 艾 设想 的 “万 能 算法 ”也 是 试图 实现 推理 的 “机 械 
化 ”， 他 曾 有 过 “推理 机 器 ”的 设想 ,希望 用 一 台 机 器 代替 人 
的 推理 活动 。 荣 布 尼 获 在 1671 年 设计 过 一 台 能 导 能 加 的 计算 机 。 
他 说 ，“ 像 奴隶 似 的 把 大 量 时 间 花 费 在 计算 上 ，、 对 于 陪 明 的 人 
来 说 ， 是 很 不 值得 的 ， 因 为 完全 可 以 把 这 料 的 工作 委托 给 其 他 
任何 人 使 用 机 器 去 进行 。” 他 竭力 寻找 《万 能 算法 》 就 是 试图 
使 数值 计算 乃至 人 的 一 切合 理 的 思维 过 程 标准 化 、“ 机 棋 化 ”， 
从 而 减轻 例 行 的 重复 性 的 脑力 劳动 。 | 
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现代 电子 计算 机 的 原型 当 推 1936 年 英国 数学 家 图 灵 设 计 的 
一 台 计 算 机 ， 即 所 谓 图 灵机 。 图 灵 成 功 的 关键 就 在 于 对 数值 计 
算 进行 数学 抽象 和 逻辑 分 析 ， 把 思维 的 推演 过 程 “ 超 械 化 ”。 

图 灵 发 现 ， 在 数值 计算 时 ， 计 算 者 是 谁 ， 用 的 什么 样 的 纸 
和 笔 等 等 都 是 非 本 质 的 、 无 关 紧 要 的 。 计 算 过 程 中 实质 的 东西 
就 是 一 些 符号 记 在 某 种 器 具 上 ， 计 算 的 行为 随 着 作为 各 种 结果 
的 各 种 特定 符号 而 变化 。 图 灵 的 工作 主要 是 把 人 们 在 进行 计算 
时 的 动作 分 解 为 比较 简单 的 动作 。 我 们 想象 一 个 人 在 一 张 方 格 
纸 上 做 计算 ， 他 需要 (1) 一 种 贮存 计算 结果 的 贮存 器 , 即 纸张 
(2) 一 种 语言 ， 表 示 加 减 乘除 等 操作 和 数字 的 符号 ;，(3) 扫 瞄 
区 ， 在 计算 过 程 中 办 到 的 上 下 左右 几 个 方 格 的 数字 ，(4) 计算 
意向 ， 即 在 计算 的 每 一 阶段 打算 下 一 步 做 什么 ， 例 如 看 到 6 十 
9 就 要 准备 进位 等 ，(5) 执行 下 一 步 的 计算 。 至 于 每 一 步 计 算 ， 
无 非 是 (1) 改变 数字 或 符号 (2) 扫 腊 区 的 改变 ， 往 堪 进位 或 
往 右 添 位 等 ，(3) 计算 意向 改变 等 。 

另外 ， 图 灵 还 把 计算 过 程 转化 到 一 条 线性 的 纸 带 上 进行 。 
例如 ，26 x 32 的 竖 式 演算 ， 可 以 改写 成 26X32 一 52 十 780 一 
832。 如 果 每 个 数字 都 用 二 进位 数码 表示 。 十 一 X 二 = 等 运算 . 
符号 也 用 二 进位 数码 表示 ， 那 么 一 个 计算 无 碟 就 得 到 一 条 纸 
带 上 的 一 串 0 和 1 组 成 的 数 串 ， 计 算 过 程 就 可 君 作 是 相继 选取 
符号 “0 ”或 “1” 的 机 械 动 作 。 

多 灵 正 是 根据 以 上 原理 设计 出 图 灵机 。 图 灵机 可 以 照 人 们 
指定 的 算法 程序 进行 计算 ， 从 而 使 计算 活动 机 械 化 、 自 动 化 。 

以 希 尔 伯 竺 为 首 的 形式 主义 学 派 设想 把 数学 化 为 关于 有 限 
符号 排列 的 操作 。 他 们 主张 使 用 符号 推演 代 痊 语言 ， 而 符号 的 
使 用 方法 要 哲 约 定 的 规则 。 
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护照 他 们 的 设想 ， 首 先 要 有 一 个 符号 表 ， 其 中 只 有 有 限 个 
等 号 。 这 些 符号 是 准备 用 来 代替 我 们 日 党 讨论 数学 问题 的 语言 
的 。 

就 像 用 字 组 成 句子 一 样 ， 符 号 可 以 组 成 所 谓 的 公式 。 有 些 
公式 可 能 设 什么 意义 ， 有 些 公式 可 能 有 意义 。 有 意义 的 公式 时 
“ 仿 式 公式 ”。 当 然 ，“ 合 式 公式 ”是 用 具体 的 规则 来 说 明 
的 。 

“合式 公式 ”相当 于 命题 。 从 “合式 公式 ”中 选择 一 些 基 
本 的 公式 ， 相 当 于 公理 。 为 了 从 “公理 ”推演 出 别 的 “公式 ” 
(定理) ， 应 当 有 一 些 推 理 规则 。 这 些 规则 也 是 明确 规定 的 ， 
即 什 么 符号 串 可 以 换 成 什么 样 的 符号 串 。 

为 此 ， 数 学 推理 就 变 成 完全 确定 了 规则 的 机 械 化 的 符号 操 
作 了 。 

对 这 套 符 号 系统 的 研究 ， 巴 元 数学 或 证 明 论 。 

项 尔 伯 特 建 立 了 元 数学 一 一 形式 系统 的 数学 之 后 ， 进 一 步 
考虑 了 两 个 问题 

(1) 既然 数学 命题 可 以 用 形式 系统 的 “合式 公式 ”来 表 
示 。 那 么 ， 应 用 形式 的 推演 规则 ,能 不 能 推出 所 有 的 真 命题 呢 ? 
如 果 能 推出 所 有 的 真 命题 ， 就 说 这 个 系统 是 完全 的 。 

(2) 形式 系统 会 不 会 推出 矛盾 呢 ? 会 不 会 既 能 推出 某 一 命 
题 ， 又 能 推出 它 的 否 命 题 呢 ? 如 果 推 不 出 矛盾 ， 就 说 这 个 形式 
系统 是 协调 的 。 

希 尔 伯 特 试图 证 明 形 式 数学 系统 的 完全 性 与 协调 性 。 

尽管 项 尔 伯 特 的 这 两 个 目标 都 不 可 能 达到 。 但 将 数学 形式 
化 的 基本 朋 想 已 被 大 家 广泛 接受 。 

形式 化 的 语言 可 以 直接 用 于 计算 机 程序 设计 ， 它 的 每 一 步 
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杷 都 具有 纯粹 机 械 操作 的 性 质 。 用 形式 化 的 语言 写 的 教程 书 实 
际 上 是 一 串 长 长 的 符号 链 。 它 经 过 数学 家 或 机 器 处 理 时 ， 就 变 
成 另 -- 个 符号 链 。 

最 近 十 几 年 来 ， 已 经 有 人 将 符号 逻辑 的 研究 成 果 应 用 于 电 
子 计算 机 ， 初 步 实现 了 数学 证 明 的 机 城 化 。 我 国 数学 家 吴 文 俊 
在 1977 年 率先 发 表 了 他 的 初等 几何 机 器 证 明 的 方法 。 

吴 氏 方法 的 基本 要 点 是 ， 先 把 几何 问题 化 为 代数 问题 ， 再 
把 代数 问题 化 为 代数 得 等 式 的 检验 问题 。 代 数 恒 等 式 的 检验 是 
机 械 的 ， 间 题 的 转化 过 程 也 是 机 械 的 ,整个 问题 也 就 机 械 化 了 。 


84 刺激 联想 活动 


联想 是 由 一 事物 想到 男 一 事物 的 心理 过 程 。 它 是 以 观察 为 
基础 ,根据 研究 对 象 的 特点 ， 结合 已 有 的 知识 和 经 验 进行 想象 的 
思维 方法 。 联 想 在 科学 认识 活动 中 起 着 桥梁 作用 ， 它 使 人 们 由 
此 及 彼 、 由 表 及 里 沟通 知识 闻 的 联系 。 和 牛顿 由 芋 果 落地 联想 到 
行星 运动 ;! 阿 基 米 德 由 浴盆 洗澡 联想 到 王冠 之 谜 。 在 解决 问题 
时 ， 联 想 得 快 表现 为 “点 子 多 ”、“ 反 应 快 ”、“ 头 脑 灵活 ”。 

符号 作为 一 种 可 感 的 实体 ， 是 一 种 刺激 ， 它 能 激发 人 们 的 
联想 的 火花 。 一 个 符号 形式 不 仅 能 刺激 大 脑 ， 联 想到 相应 符号 
内 容 ， 还 能 联想 到 更 丰富 的 情景 。 毒 药 瓶 上 的 嵩 器 头 符号 能 使 
人 联想 起 中 毒 、 救 命 车 、 医 院 、 太 平 间 ， 火 葛 场 …… 电 视 获 屏 
上 暴风 十 标志 使 人 联想 起 大 雨 、 大 水 、 大 灾 、 抗 洪 救 灾 …… 数 
学 符号 也 不 例外 ， 由 于 数学 符号 的 高 度 抽象 性 ， 它 激发 的 联想 
更 是 多 方位 的 、 多 层次 的 ， 高 度 发 散 的 。 例 如 ， 符 号 “1 ”可 
算是 笔划 最 少 ， 最 篇 单 的 一 个 符号 ， 然 而 ， 它 却 能 拨 动 心弦 ， 
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令 人 产生 多 方面 的 联想 ， 例 如 
单位 医 半 各 
sin?*a+ tosiax 
lg10=1 


真 命题 
融 德 巴赫 的 “1 十 1” 


思 格 斯 曾经 对 “1 ”这 一 单位 数量 结合 初等 数学 的 内 容 作 
过 很 好 的 阐述 。 其 实 “1 ”在 高 等 数学 的 各 种 理论 中 都 有 着 特 
殊 的 涵义 ， 起 着 重要 的 作用 ， 现 代数 学 家 都 很 重视 “1 ”这 个 
概念 。 有 的 数学 家 为 了 给 “1” 下 定义 ， 甚 至 写 了 200 页 纸 作 准 
备 ， 可见“1” 具 有 多 人 么 丰富 的 活 义 。 有 些 学 者 从 “1 ”可 以 
联想 到 几 十 种 、 几 百 种 数学 表达 式 。 

由 于 数学 符号 的 刺激 ， 可 以 联想 到 相关 的 定义 、 公 式 、 基 
永 解 题 方法 及 邻近 学 科 的 徊 识 。 当 然 ， 联 想 的 深度 与 广度 ， 均 
与 大 脑 这 个 储存 器 中 的 信息 量 有 关 ， 与 轧 维 品质 的 广阔 性 、 深 
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刻 性 及 灵活 性 相 联系 。 
按照 思维 运 演 的 方向 来 看 ， 由 数学 符号 激发 的 联想 大 致 可 
分 为 纵向 、 禄 向 和 浇 向 三 种 。 


一 、 纵 向 联想 
数学 符号 能 刺激 大 脑 ， 由 眼前 的 数学 对 演 沿 轨 深 方向 屿 想 
到 相关 的 对 象 。 比 如 ， 由 数字 符号 联想 到 字母 符号 ; 出 代 袭 数 
字 的 字母 符号 联想 到 代表 抽象 元 素 的 字母 符号 ; 由 几 个 字母 符 
号 联想 到 多 个 字母 符号 ;由 字母 符 叶 的 简单 组 合 联想 到 复杂 组 
不 管 在 理论 研究 ， 还 是 在 一 般 问题 解决 过 程 中 ， 这 种 纵 南 
联想 都 录 不 可 缺少 的 。 它 引导 人 们 逐步 深化 结论 ， 发 展 成 果 。 
例如 ， 如 果 a， 6b 者 是正 数量 4 b= 二 1 ， 则 
(@ 二 二) (6 十 二) 交合 (2+ 地 
这 个 不 等 式 是 不 难 证 明 的 。 这 里 有 两 个 变 元 ， 很 自然 地 会 联想 
到 三 个 变 元 的 情况 ， 对 于 三 个 正 数 cg、8、c 而 言 ， 如 果 a 十 5 十 c- 
(e+ 去 ) (6 十 二 ) (e+ 二) P(3 十 本 
成 立 ? 
可 以 证 明 ， 等 案 是 肯定 的 。 于 是 进而 联想 到 四 个 变 元 、 五 
个 变 元 乃至 ?个 变 元 的 请 况 。 事 情 果 真 与 想象 一 样 。 圭 ce>> 0 . 
{i=1, 2， “sy 7), Zai=1, 则 不 等 式 


《ost 地 )> (n+ 二) 
的 确 成 立 。 
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这 种 深化 、 推 广 工作 ， 似 平 微不足道 ， 不 值 一 所。 其 详 ， 
数学 中 不 少 恒 大 发 现 都 是 发 端 于 这 种 “微不足道 ”的 联想 。 
举世 嘱 目 的 如 德 巴 赫 猿 想 是 怎样 引起 的 ? 观察 下 面 几 个 等 
式 : 
3 十 7 一 10 
3 +17=20 
13 十 17 一 30 
可 以 发 现 它 们 之 河 有 类 似 之 处 ， 等 式 的 左边 3 ，7 ，1I3， 
I7 等 都 是 奇 素数 等 式 的 右边 10，20，30 都 是 偶数 这儿 个 偶 
数 均 可 表 为 两 个 亩 素数 的 和 。 琳 德 巴赫 正 是 众 “ 几 个 偶数 ” 联 
想到 “一 切 伪 数 ”， 根 据 归 纳 法 推测 ， “人 尾 何 一 个 大 于 4 的 储 
数 都 是 两 个 奇 数 之 和 ” 。 也 许 ， 哥 德 巴 赫 鼻 己 也 未 意识 到 ， 
如 此 简单 的 联想 竞 会 发 展 为 “数学 皇冠 上 的 宝珠 ”。 
费 马 大 定理 也 不 是 源 出 于 多 人 委 复 杂 的 构 转 。 . 
我 国 早 在 商 高 时 代 ( 约 公元 前 1100 年 ) 就 已 经 知道 不 定 方 
程 
32 十 加 2 一 22 
至 少 有 一 组 整数 解 ，x 一 3，y 一 4，z 一 5。 
古 希 腊 数 学 家 丢 秋 图 求 得 一 般 的 解答 x 一 2mn，y 二 m? 
一 经 ，z 一 十 9， 其 中 m， 8 (mm ) 是 任意 正 整 数 。 
如 果 指 数 n 汪 2，x" 十 x" 二 z" 有 没有 下 整数 解 呢 | 费 马 认 
为 没有 ， 从 而 得 到 下 面 的 命题 : 
当 % 污 2 时 ，x "十 % 一 2 没有 正 整数 解 。 
这 就 是 著名 的 费 马 大 定理 。 
费 蕊 曾 钻 研 过 委 番 园 的 著作 。 他 在 委 番 图 著作 的 某 页 空间 
处 写 道 ，“ 将 一 个 立方 数 分 为 两 个 立方 数 ， 一 个 四 深 矫 分 为 陵 
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个 四 次 赛 ， 或 者 一 般 地 将 一 个 高 于 二 次 的 宕 分 为 两 个 同 次 的 
赛 ， 这 是 不 可 能 的 。 关 于 此 问题 ， 我 确信 已 发 现 一 种 美妙 的 证 
法 ， 可 惜 这 里 空白 的 地 方太 小 ， 写 不 下 。” 费 马 正 是 由 “二 次 
短 ” 联 想到 一 般 的 “n 次 餐 ”。 

费 马 死 后 ， 人 们 才 发 现 了 他 写 的 这 段 文字 ， 可 是 怎么 也 找 
不 到 这 定理 的 证 明 ， 于 是 激 起 许多 数学 家 的 兴趣 ， 企 图 给 出 证 
明 ,但 都 没有 成 功 。 布 鲁 塞 尔 和 巴黎 科学 院 曾 设 奖金 悬赏 数 次 ， 
也 得 不 到 结果 。 三 个 世纪 过 去 了 ， 费 蕊 大 定理 依然 没有 得 到 完 
全 的 证 明 或 被 推翻 。 


二 、 模 向 联想 
数学 符号 能 刺激 大 脑 横向 联想 。 即 由 限 前 的 数学 对 象 联想 
到 邻近 学 科 的 相关 对 象 。 例 如 有 序 实数 对 符号 Ca，6 ) 可 以 使 
人 产生 如 下 联想 ; | : 


复数 oa 寺 bi 
点 Ztoa, bb) 


《a,b) 一 ->| 向 量 0O2 

力 

速度 

加 速度 
-这 种 横向 联想 ， 在 过 去 、 现 在 和 将 来 的 数学 研究 中 都 起 着 
极 大 的 作用 。 正 如 开 ， 弗 航 登 塔 困 所 说 ，“ 数 学 在 其 发 展 过 程 
中 ， 不 仅 向 着 其 前 洛 之 外 扩张 ， 其 各 个 分 支 还 穿 过 它们 之 间 的 
边界 扩张 …… 几 何 问题 用 代数 来 解 ， 而 代数 问题 用 几何 来 解 。 
从 计算 机 的 机 悍 出 发 ， 再 一 小 步 就 是 字 宙 的 机 理 或 藏 在 我 们 头 
颇 之 后 的 思维 的 机 理 。” 
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“导数 ”是 怎样 变 得 “不 虑 的 ”， 得 益 于 横向 联想 。 

自 1545 年 ， 音 大利 数 学 家 卡 当 第 一 个 认真 地 讨论 虚数 之 
后 ， 在 相当 长 时 期 内 ， 和 信介 对 有 虚数 抱 怀 疑 态 度 。 卡 当 自 己 也 觉 
得 奇怪 ， 负 数 怎 么 能 开平 方 ? 他 称 代数 的 平方 根 为 “诡辩 量 ”。 
过 了 将 近 一 站 年 ， 币 卡尔 在 《几何 学 》 中 第 一 次 给 这 种 “ 详 湾 
量 ” 取 了 一 个 名 字 叫 “虚数 ”( 和 “实数 ”相对 ) 。 他 认为 这 
种 要 不 是 实在 的 ， 而 是 虚 的 。 和 牛顿 也 并 不 认为 漠 数 根 是 有 半 义 
和 的 ， 这 很 可 能 是 由 于 它们 “ 馈 乏 物理 意义 ”。 菜 布 尼 芯 虽 在 形 
式 运算 中 使 用 进 数 ， 但 并 不 型 解 虚 数 的 性 厦 ， 他 把 虚数 看 作 
“两 栖 怪 物 ”。 直 到 18 设 纪 ， 欧 拉 还 是 说 这 种 数 只 存在 于 “ 幻 
想 之 中 ”， 他 在 论文 《微分 公式 》 中 首次 使 用 i 表示 /一 1 ,但 
很 少 有 人 注意 它 。1801 年 ， 高 斯 系统 地 使 用 这 个 符号 ， 以 后 才 
渐渐 通行 于 全 世界 。 

“虚数 不 虚 ? 的 思想 是 在 引进 复 平 夯 之 后 才 为 人 们 接受 的 。 
17 世 纪 上 时， 英国 数学 家 瓦 里 十 已 经 意识 到 在 直线 上 不 能 找到 虚 
数 的 几何 表示 .1797 年 ， 挪 威 的 测量 学 家 维 塞 尔 向 丹麦 科 学 院 
递交 论文 《方向 的 解析 表示 ， 特 别 应 用 于 平面 与 球面 多 边 形 的 
测定 ,首先 提出 把 复数 a 十 Bi 用 坐标 平面 上 的 点 (9,，5) 来 表 
示 、 使 全 体 复数 与 平面 上 的 点 建立 了 一 一 对 应 关系 ， 形 成 了 复 
平面 概念 。 但 当时 没有 受到 人 们 的 重视 。1806 年 ， 日 内 瓦 的 隔 
工 在 巴黎 发 表 的 论文 《 虚 景 ， 它 的 几何 解释 》， 也 谈 到 了 复数 
的 几何 表示 法 ,他 用 “ 模 ” 这 个 名 调 来 表示 向 量 a 十 bi 的 长 度 ， 
模 这 术语 就 源 出 于 此 。 | 

高 斯 在 1799 年 已 经 知道 复数 的 几何 表示 。 在 1799 年 、1815 
年 .3816 年 他 对 代数 基本 定理 作 王 的 三 个 证 明 中 ， 都 假定 了 复 
数 币 直角 坐标 平面 上 的 点 一 一 对 应 。 但 直到 1831 年 他 才 对 复 平 
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面 作出 详细 的 说 明 ， 使 人 们 接受 了 复 平面 的 思想 。 此 后 ， 有 些 
和 人 便 把 复 平面 称 为 高 斯 平面 。 

利用 复数 的 几何 表示 法 ， 复 数 又 可 以 用 坐标 平面 上 的 向 量 
来 表示 。 两 个 复数 禄 加 可 以 按照 向 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 来 
进行 ， 一 个 复数 乘 以 i ( 或 一 站 相当 于 表示 此 复数 的 向 量 送 (或 
顺 ) 时 外 施 转 90° .这 就 使 得 物理 中 的 许多 向量 ， 力 、 速 度 、 加 
速度 等 等 ， 都 可 以 借助 于 复数 来 进行 计算 ， 使 复数 成 为 物理 学 
和 其 它 自然 科学 的 重要 工具 。 

所 谓 “ 储 卡尔 连接 法 ”就 是 源 出 于 代数 与 几何 之 间 的 机 向 
联系 。 大 家 熟知 ， 篇 卡尔 把 符号 代数 应 用 于 几何 研究 ， 建 立 解 
析 几 何 ， 这 是 17 世 纪 的 辉 煌 发 现 ， 是 数学 史上 三 大 发 朋 之 一 。 

狭义 地 讲 ，“ 科 卡尔 连接 ”就 是 指 几何 图 形 与 代数 方程 之 
间 的 结合 。 例 如 我 们 一 看 到 -+ 5 一 1, 脑 子 里 就 联想 到 实 
回 ， 如 果 0 一 6， 这 就 是 团 。 

广义 地 讲 ，“ 箔 卡尔 连接 ”是 指 一 切 分 析 的 、 光 辑 的 、 扩 
象 概念 与 综合 的 、 直 观 的 、 具 体形 象 之 间 的 结合 。 


看 到 的 | 联想 到 的 

S=abta, b>0) a| S | 
| b 

ax+i+by+c=0 直线 
{an}tn=1, 2， 3， '" 动 点 Gy 
limf (tx) = f(xo) 曲线 在 xo 处 巡 续 
Y 一 %0 
ftx) =0 有 两 个 根 曲线 与 x 轴 有 两 个 交点 
f'{x)>0(<0) 曲线 上 升 《 下 降 》 
fx)=0 切线 平行 于 x 轴 
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如 果 说 ， 在 解析 几何 时 代 需 要 笛 卡 尔 那样 的 连接 ， 那 么 ， 
在 科学 发 展 的 当代 ， 就 更 不 能 忽视 这 种 方法 了 。 科 学 的 发 展 贤 
求人 们 在 更 为 广 阅 的 意义 上 运用 这 种 连接 法 ， 更 充分 地 发 挥 抽 
象 思 维和 形象 思维 的 互补 功能 。 

1980 年 杨振宁 博 十 曾 在 上 海 作 过 “ 受 因 斯 坦 和 20 世 纪 下 半 
期 的 物理 学 ”的 演讲 ， 演 讲 的 主题 之 一 就 是 物理 原理 几何 化 。 
他 认为 麦克 斯 书 用 数学 方程 式 表示 了 法 拉 弟 关于 磋 力 线 的 几 
何 想法 ， 而 爱 因 斯 坦 在 许多 文章 中 都 讲 过 了 物理 原理 几何 化 问 
题 。 爱 因 斯 坦 把 电磁 场 看 作 空 时 结构 ， 实 际 上 是 把 它 状 成 用 何 
结构 。 断 振 宁 通过 非常 美妙 的 想法 把 引力 看 成 是 几何 。 引 力 是 
几何 ， 那 么 ， 所 有 物理 原理 都 可 能 是 几何 。 应 当 承 认 ， 物 班 原 
再 几何 化 从 广义 上 因 来 也 是 一 种 入 卡尔 连接 。 

数学 家 谷 超 豪 也 在 -次 科学 史 讲 沉 中 谈 到 了 几何 学 在 物理 
学 发 展 中 的 作用 。 他 回溯 了 古 希 腊 几 何 学 家 阿波 罗 内 斯 的 而 锥 
曲线 理论 对 开 普 鞭 发 现行 星 运动 三 大 定律 、 牛 顿 发 现 万 有 引力 
定律 理论 的 影响 ， 黎 没 的 弯曲 空间 几何 理论 对 受 因 斯 坦 建立 广 
攻 想 对 论 所 起 的 重要 作用 ,表明 了 “向 卡尔 连接 法 ”的 现实 合理 
性 。 


三 、 逆 向 联想 

数学 符号 能 刺激 大 脑 道 向 联想 。 

数学 中 ， 有 些 概念 是 成 对 出 现 的 。 例 如 ， 相 等 与 不 等 、 直 
线 与 曲线 、 有 限 与 无 限 、 运 动 与 图 定 、 异 与 网 、 收 敛 与 发 散 等 
等 ; 有些 运 算 也 是 成 对 出 现 的 ， 例 如 加 法 与 减法 、 柔 法 与 除法 、 
乘 方 与 开 方 、 指 数 与 对 数 、 三 角 函 数 与 反 三 角 通 数 、 回 射 与 道 
现 射 、 微 分 与 积分 等 等 每 一 对 中 都 含有 两 个 “对 立 的 方面 ”。 
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所 谓 逆向 联想 ， 就 是 由 眼前 的 数学 对 象 联想 到 对 立 面 一 方 的 对 
象 。 例 如 : 


看 到 的 | 联想 的 
Ea 加 法 
+ 乘法 

“A ” 乘 方 
log 指数 
arcsin 正 艾 函 数 
J 微分 运算 


事实 上 ， 作 为 道 运 算 的 减法 、 除 法 、 开 方 、 反 三 角 活 数 、 
对 数 函 数 及 积分 等 总 要 比 原 来 的 运算 复杂 一 些 ， 处 理 逆 运算 往 
往 依赖 于 原来 的 运算 。 例 如 ， 小 学 生 做 除法 ， 是 要 背 着 条 法 口 
诀 去 “ 凑 的 ”， 一 见 到 “二 ”号 就 联想 到 “乘法 ”,。 微 积分 运 
算 也 是 如 此 ， 求 导数 只 要 机 被 地 反复 运用 导数 的 四 则 运算 以 及 
复合 函数 求 导 法 则 ,而 积分 运算 是 以 微分 运算 的 遂 运 算 来 定义 ， 
并 没有 指出 完成 积分 运算 的 步骤 过 程 ， 就 种 “ 非 欧 造 性 ”的 特 
征 ， 使 得 求 原 通 数 远 比 求 导数 困难 。 求 原 函数 必须 倒 回 去 套用 
求 导 公 式 ， 这 就 是 说 ， 看 到 “1” 号 必然 会 联想 到 微分 运算 。 

这 种 送 向 联想 在 数学 研究 中 具有 明显 的 特殊 作用 ， 它 是 辩 
证 思维 方法 的 一 个 重要 方面 。 我 国 古 代数 学 家 刘 徽 用 割 圆 术 推 
求 圆周 长 时 ， 就 是 “化 曲 为 直 ”， 用 直线 形 来 逼近 圆 。 菜 布 尼 
汞 为 了 解决 在 此 线 上 作 切 线 的 问题 而 引出 导数 概念 ， 世 是 用 
“化 曲 为 直 ”， 在 小 范围 内 用 直线 来 代替 曲线 。 和 牛顿 为 了 解决 
菲 匀速 直线 运动 的 如 时 速度 问题 而 引出 导数 概念 ， 他 的 方法 是 
“化 变 为 不 变 ”， 在 短 时 间 内 用 匀速 运动 来 代替 非 匀速 运动 。 
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无 论 在 高 等 数学 由， 还 是 在 初等 数学 中 ， 半 充满 着 各 种 诗 
盾 ， 充 满 着 各 种 对 立 面 的 相互 转化 。 思 格 斯 在 数学 礼 记 中 不 但 
指明 了 这 一 点 ， 而 且 具 体 分 析 了 一 些 巴 捕 ， 像 一 和 多 ， 直 线 和 
曲线 等 ， 他 不 但 分 析 了 数学 概念 之 间 的 辨证 关系 ， 而 且 特 别 注 
意 到 数学 运算 之 冯 相 互 转化 的 重要 性 。 在 “数学 问题 ”这 则 札 
记 中 ， 他 以 四 列 运 算 和 代数 运算 中 经 常 出 现 的 裙 互 转 化 ， 如 加 
法 和 和 减法、 乘法 和 加 法 、 除 法 和 减法 、 敢 法 和 除法 以 及 根 和 告 
之 闻 的 相互 转化 等 等 为 例 ， 说 明 “ 计 算 方 法 的 一 切 辕 定 差别 都 
消失 了 ,一 切 都 可 以 用 相反 的 形式 表示 出 来 。” 并 且 进 一 步 指 
出 ，“ 这 种 从 一 个 形式 到 另 一 个 相反 的 形式 的 转变 ， 并 不 是 一 
种 无 聊 的 游戏 ， 它 是 数学 的 最 有 力 的 杠杆 之 一 。 


$5 诱发 数学 灵感 


语言 本 身 就 是 科学 发 现 的 工具 ， 数 学 语言 是 数学 发 现 的 工 
具 。 虚 数 的 发 现 是 很 典 针 的 例子 。 妃 数 最初 是 在 解 二 次 方程 的 
过 程 中 出 现 的 .1484 年 ， 法 国人 舒 开 在 《算术 三 篇 》 中 , 解 二 次 
方程 

4 二 XX: 二 3x 
得 根 x 一 号 +A/ s 于 一 4， 他 声明 这 根 是 不 可 能 的 。 

1545 年 ， 卡 当 在 《大 未 》 中 解 这 样 的 问题 ， 两 数 的 和 是 
10， 积 是 40， 求 这 两 数 。 

用 现代 的 符号 ， 可 列 成 方程 

Xf10 一 X) 一 40 
Xa 一 10X 二 40 一 0 
得 到 两 个 根 5 十 ww 二 15,5 一 一 15， 
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卡 当 还 发 现 ， 某 些 三 次 方程 的 实 根 竞 可 以 用 含 负 数 平方 根 

的 代数 式 表 示 出 来 ， 例 如 ， 方 程 
XxX? 二 15x 十 4 

的 三 个 实数 根 YX1 一 4、 Xays 一 一 2 土 / 了 就 可 以 统一 表示 成 

尽管 他 对 负数 开平 方 表示 表 怪 。 但 他 对 这 种 奇怪 的 “诡辩 
基 进行 了 认真 的 讨论 ,并 给 出 了 运算 的 方法 。 他 说 : “不 管 我 
的 良心 受到 多 大 的 责备 ， 但 是 ， 的 的 确 确 5 十 一 15 且 5 一 
MM 一 15 刚 好 等 于 401 ” 

人 人 们 公认 虚数 是 卡 当 引进 的 。 虐 数 的 引进 “有 照 亮 了 整个 世 
界 ”， 给 数学 带 来 了 根本 性 的 变革 。 

怎样 全 造 ? 怎样 发 现 ? 爱 因 斯 坦 说 ， “直觉 和 灵感 是 头等 
重要 的 ”。 数 学 符号 能 暗示 信息 、 刺 激 联 想 活动 ， 有 助 于 诱发 
灵感 。 数 学 中 很 多 重大 发 现 都 得 益 于 灵感 。 


一 、 灵 感 及 其 特性 

当代 ， 灵 感 之 这 ， 被 誉 为 “创造 学 、 思 维 学 、 心 理学 皇冠 
上 的 一 颗 明 珠 ”。 款 百年 来 ,人 们 对 灵感 的 理论 解释 众说 纷 纸 ， 
“有 多 少 学 者 就 有 多 少 主张 和 主义”。 上 古 希 腊 的 伟大 哲学 家 亚 
里 士 多 德 说 ，“ 灵 感 就 是 在 微不足道 的 时 间 里 ， 遂 过 阔 测 而 抓 
住 事物 本 质 的 联系 ”。G， 波 里 亚 把 灵感 通俗 地 解释 为 “好 念 
头 ”。 他 写 道 ， 

“向 求解 的 突然 进展 称 为 好 念头 '、' 妙 主意 ', “ 巧 想法 ? 、 
“ 灵 初 一动 * 。 什 么 是 好 念头 ? 是 我 们 观点 上 的 一 次 重大 突变 ,我 
们 看 问题 方式 的 一 个 颈 然 变动 。 在 解 是 步骤 方面 的 一 个 刚刚 露 
头 的 有 信心 的 预感 。 
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G。 波 里 亚 把 “好 念头 ”作为 “灵感 ”的 同义词 ， 他 说 ， 
“ 想 出 一 个 好 念头 是 一 种 “灵感 活动 '”，“ 好 念头 的 出 现 ， 每 
个 人 都 体验 过 ， 但 只 能 心领神会 而 难于 言传 ”。 

灵感 与 直觉 相近 。 简 单 地 讲 ， 直 觉 就 是 直接 的 觉察 , 它 是 人 
们 对 客观 事物 的 一 种 迅速 而 直接 的 洞察 或 领 后 。 灵 感 是 直觉 的 
特殊 状态 ， 往 往 表现 为 经 过 一 段 沉 恩 之 后 突然 产生 新 设想 ， 思 
维 过 程 特 别 逊 速 ， 像 闪电 一 样 . 因 此 ， 直 觉 有 时 又 称 为 灵感 。 

灵感 的 产生 常常 出 现在 思考 对 象 已 经 不 在 眼前 的 时 候 。 阿 
基 米 德 在 浴盆 洗澡 时 鸽 得 浮 体 定律 ， 牛 屯 从 溺 果 落地 舍得 万 有 
引 方 定律， 都 是 得 益 于 灵感 。 一 般 说 来 ， 某 一 事物 或 人 构 在 人 
们 头脑 中 迅速 窗 下 的 第 一 印象 ， 往 往 被 称 之 为 直觉 ， 但 这 种 思 
维 状态 均 不 属于 灵感 。 | 

钱学森 教授 在 《关于 形象 思维 问题 的 一 封 信 》 中 明 确 指 
出 ，“ 灵 感 ”在 创造 性 思维 中 是 “不 同 于 形象 思维 和 抽象 夸 维 
的 思维 形式 ”。 他 第 一 次 鲜明 地 把 灵感 现象 作为 人 类 的 一 种 基 
本 思维 形式 提 了 出 来 。 他 提倡 创立 一 门 “灵感 学 ”。 

从 恩 维 方式 看 ， 灵 感 思维 是 从 整体 上 对 客观 事物 作出 迅 束 
而 直接 的 判断 , 它 不 同 于 一 般 的 逻辑 思维 ,具有 “ 非 肥 并 性 ”。 
从 认识 发 生 看 灵感 是 一 种 突 发 性 的 创造 活动 从 认识 过 程 
看 ， 灵 感 是 一 种 突变 性 的 创造 活动 ， 从 认识 成 课 看 ,灵感 是 一 
种 突破 性 的 创造 活动 。 难 怪人 们 经 常用 “由 出 ”、“ 跑 出 ”、 
“ 阅 进 ”、“ 内 出 ”和 “一 内 念 ”等 形象 化 的 名 词 米 描述 灵感 
的 “ 非 运 辑 性 ”特征 。 


二 、 有 灵感 的 触发 
灵感 的 产生 带 有 自发 性 与 随机 性 ， 有 和 赖 于 机 会 。 有 灵感 可 以 
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被 外 界 的 偶然 的 机 遇 所 触发 机遇 是 “发 明 家 的 上 帝 ”。 

美国 发 明 家 莫 尔 斯 在 1832 年 发 明了 电报 。 他 创造 了 至 今 仍 
在 电报 通信 中 应 用 的 莫 尔 斯 电码 ， 就 是 用 点 ( 短 时 电流 ) 、 线 
( 较 长 时 电流 ) 和 空 《 没有 电流 ) 的 适当 搭配 来 代表 字 ( 字 母 ) 
和 数字 。 他 遇 到 的 最 大 障碍 是 远 距 离 传输 的 时 候 信号 发 生 寞 减 
现象 。 他 起 先 采 用 放大 原始 信号 的 方法 ， 但 是 没有 成 功 。 有 一 
和 天， 他 搭 科 嗓 车 从 纽约 到 巴尔 的 摩 去 。 他 在 旅途 中 观察 到 , 邮 车 
每 到 一 个 驿站 就 要 更 换 拉 车 的 马 。 突 然 ， 他 产生 了 一 个 想法 ; 
在 电报 线路 沿途 设置 放大 站 ， 不 断 放 大 信号 ， 终 于 解决 了 电报 
信号 长 途 传输 的 讲 三 问题。 

美国 工程 师 福 里 埃 认为 ,为 了 保证 内 燃 机 有 效 的 工作 ， 必 
须 使 汽油 和 空气 能 够 均匀 的 混合 。 可 是 怎么 来 实现 这 种 混合 
昵 9 这 个 问题 一 直 纠缠 着 他 。1891 年 ,他 看 到 妻子 喷洒 香水 ， 于 
是 从 这 个 化 妆 器 具 得 到 启发 ， 创 造 了 发 动机 的 汽化 器 其 实 , 汽 
化 器 也 是 一 个 喷雾 器 。 

珍妮 纺 纱 机 的 发 明 过 程 更 为 生动 ，1764 年 的 一 天 ， 木工 险 
格 里 沃 斯 与 以 往 一 样 ， 又 为 发 明 纺 纱 机 的 问题 伤 了 一 整 天 的 脑 
筋 ,傍晚 ,他 疲倦 地 站 了 起 来 ， 打 算 暂 时 丢 开 这 个 恼人 的 问题 去 
做 点 家 务 。 可 是 他 一 不 小 心 ,一 脚 将 妻子 的 纺 车 给 绊 倒 了 。 这 时 ， 
一 个 现象 竞 使 他 看 呆 了 ， 大 来 水 平 放 旱 的 纺锤 倒 过 来 以 后 变 成 
政 直 竖立 了 ， 却 依旧 在 那里 转动 。 哈 格 里 沃 斯 由 此 想到 ， 了 既然 
纺锤 在 垂直 状态 下 仍然 能 转动 ， 那 么 在 纺 纱 机 上 并 排 垂 直 装 上 
几 个 纺锤 ， 不 就 可 以 一 次 纺 出 好 几 根 纱 来 吗 ? 就 这 样 ， 他 试制 
成 功 了 新 型 的 “ 珍 刀 纺 纱 机 ”， 大 大 提高 了 纺 纱 效率 。 


三 、 数 学 符号 诱发 灵感 
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既然 自然 标志 、 自 然 形象 能 诱发 灵感 ， 作 为 富有 数学 思想 
的 数学 符号 就 有 更 大 的 诱发 力 。 在 数学 研究 活动 中 对 符号 的 观 
察 常 能 诱发 灵感 。 

某 布 尼 茨 研究 过 法 计算 机 的 原理 时 ， 很 长 一 段 时 间 没 有 找 
到 恰当 的 解决 方法 ， 后 来 他 收 到 一 位 法 国 传教 十 从 中 国 寄 给 他 
的 “八卦 图 ”， 他 从 图 中 符号 得 到 启发 ， 建 立 了 二 进 制 数 。 

卦 的 基本 符号 是 艾 。 荧 分 为 阳 艾 “一 ”和 了 表 区 “一 一 ” 
两 种 ， 会 称 为 “两 仪 ”, 每 次 取 两 个 ， 共 有 四 种 不 同 的 排列 法 ， 
叫做 “四 象 ”， 


一 -一 -一 me a 一 wm 一 mp 


太阳 少 了 月 上 沙 阳 杰 卫 
每 次 取 3 个， 共有 八 种 排列 法 ， 叫做“ 八 圭 ”， 


一 -一 一 - 一 一 一 一 -、- 一 ~ 
i mis i 


总 离 震 


雹 、 中 


八卦 常用 来 代表 八 种 不 同 的 事物 ， 如 东 、 东 南 、 南 ,西南 、 
西 、 西北 、 北 ,. 东 北 八 个 方位 ,或 天 、 地 、 风 . 雷 .水 . 火 . 上 出 、 泽 - 
八 种 自然 物 等 。 八 个 方位 积 八 卦 对 应 起 来 ， 常 画 在 罗盘 的 局 
围 。 

业 布 尼 菊 将 阳 交 君 人 数码 1 ， 阴 关 看 作 数 码 0 ， 于 是 ,* 四 
象 ” 和 “八卦 ”就 改写 成 二 进 制 数 ， 


115 


= 


! | 1 和 
= 进 |000l001l010011l100101110ii1t 


上进 [olr|z:|s|4|s!eir7 
cr EE TEE EE ee ee 


述 方法 就 可 把 64 卦 改写 成 0 到 63 这 64 个 二 进 制 数 。 

和 如 此 看 来 ， 菜 布 尼 获 创建 二 进 制 ， 正 是 由 于 “ 封 ” “区 ” 
符号 的 诱发 。 

时 过 不 久 ， 他 就 研制 由 了 当时 最 新 型 的 乘法 计算 机 。 

也 有 人 提出 菜 布 尼 获 发 明 二 进 制 数 是 在 他 知道 周易 和 八卦 
图 之 前 。 莱 布 尼 欧 用 二 进 制 数 原理 研究 八卦 ， 破 译 了 中 国人 两 
千年 前 创造 的 这 套 符 号 的 秘密 。 这 种 说 法 也 同样 反映 了 符号 诱 
发 灵感 的 功能 一 利用 二 进 数 符号 发 现 了 八卦 图 的 奥 密 。 正 如 
徐 利 治 先生 所 说 ， 许 多 数学 家 都 有 一 种 感觉 ， 从 符号 中 得 到 的 
东西 比 输 入 的 更 多 ， 它 们 好 像 比 它们 的 创造 者 更 聪明 。 有 些 符 
号 似乎 具备 一 种 神奇 的 力量 ， 能 在 其 内 部 传播 变革 和 创造 性 发 
展 的 种 子 。 

面 对 困 难 ， 我 们 都 期 望 自己 的 头脑 里 能 闪现 出 奇妙 的 灵 
感 。 虽 然 ， 灵 感 的 产生 是 不 能 预期 的 ， 但 是 人 们 可 以 通过 有 总 
识 的 思考 ， 去 诱发 灵感 。 主 要 方法 是 ,设法 转化 问题 ， 多 方位 、 
多 层次 地 扩大 联想 ， 多 渠道 地 猎取 灵感 的 触发 信息 ， 提 高 机 遇 
概率 ， 一 步 一 步 地 诱发 灵感 。 猎 取 触 发 信息 ,当然 也 包括 从 数学 
符号 中 猫 取信 息 。 

G . 波 里 亚 在 《数学 的 发 更》 中， 提供 了 一 个 极为 有 未 的 
例子 。 其 中 , 他 细致 地 描绘 了 自己 的 发 现 过 程 ， 试 图 启发 读者 领 
会 到 灵感 是 怎样 产生 的 。 我 们 不 妨 借 来 考察 一 番 。 

已 知 ， 如 图 3-3， 三 个 圆 4、m、1 具 有 相同 的 灶 径 r， 且 通 
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过 同一 点 O; [和 tm 相交 于 A，w 和 k& 相 交 于 恕 ，& 和 1 相交 于 CC。 
”求证 ， 4、B，、C 三 点 所 确定 的 贺 的 半径 也 是 r。 

分 析 ”由 问题 的 已 知 与 求证 可 以 看 出 ， 加 半径 7 扮演 了 一 
个 十 分 重要 的 和 角色， 必须 在 图 中 引进 7。 那 么 ， 应 当 在 哪儿 画 出 
加 半径 r 呢 ? 由 于 三 个 给 定 贺 1、m、g8 以 及 三 个 交点 44、B、C 的 
地 位 是 平等 的 ， 所 以 我 们 没有 理由 厚 此 薄 和 个， 似乎 应 平等 对 待 
它们 .为 此 ， 设 回 !、tw、& 的 圆心 分 别 为 :上 ,MM、 帮 。 连 结 OL，、 
OM 和 OK ; 青 把 这 三 个 加 心 与 三 个 交点 分 别 相 连 ， 诸如: 上 A、 
上 8B、M 8B、 上 KC 等 .这 样 就 得 到 一 张 拥 搞 的 图 ( 图 3-4 ) 。 

对 此 ，SG。 波 里 亚 提 示 说 ，“ 它 有 点 象 老式 杂志 上 的 某 些 
通 面 ,这 种 画 ， 有 不 正 一 种 效果 ,如 果 你 按 通 常 的 方式 去 看 它 ， 


漳 3-3 图 3-4 

它 是 一 个 图 像 ， 可 是 如 果 你 转 到 另 一 个 位 置 上 再 摸 一 种 特殊 方 

式 去 看 它 ， 那 么 另 一 个 图 像 就 会 忽然 闪现 在 你 面前 。” 他 又 问 : 

“你 能 从 我 们 这 张 塞 满 了 租 线 段 和 回 的 图 中 署 弄 有 第 二 种 含意 
的 图 像 吗 ? " 

你 也 许 会 党 察 到 隐藏 在 塞 注 了 的 画面 里 的 另 一 个 直线 形 ， 
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也 许 会 党 察 到 整个 图 形 实质 上 是 由 其 中 的 直线 所 确定 的 .因此 ， 
我 们 可 以 把 注意 力 集中 到 图 3-5 上 。G… 波 里 亚 又 说 ，“ 这 个 图 
形 是 有 了 吸引 力 的 , 它 使 我 们 想起 一 些 熟 悉 的 东西 (想起 什么 ?)” 

如 果 你 仍然 没有 发 现 什么 的 话 ， 还 可 以 将 图 3-5 与 图 3-6 作 
一 个 比较 ， 这 时 你 又 可 能 想起 什么 ? 

显然 ， 图 3-6 是 平行 六 面体 12 条 楼 的 一 个 投影 图 形 ,因此 通 
过 比较 容易 想到 ， 图 3-5 也 可 看 成 一 个 不 透明 的 平行 六 曾 体 的 
投影 图 。 这 样 ， 原 来 的 问题 就 解 次 了 。 因 为 ， 根 据 立体 几何 的 有 
关 知 识 可 知 ， 如 果 选 择 一 个 平行 六 面体 的 投影 ， 使 其 能 看 得 见 
的 9 条 校 的 投影 都 等 于 r(〈 图 3-5 就 是 这 样 的 情况 ) ， 那 么 ， 由 
那个 看 不 见 的 顶点 ( 如 图 3-6 所 示 的 点 五 ) 到 4、 召 、C 的 三 条 
棱 的 投影 也 一 定 等 于 + 。 也 就 是 说 ， 

EA=EB=EC=r 


LB 
种 
5 EN 
图 3-5 图 3:…6 
”这 种 证 法 确实 非常 巧妙， 非常 独特 ,一 般 说 来 ,人 们 总 是 把 
立体 几何 问题 化 归 为 平面 几何 问题 来 解决 ， 这 里 却 把 平面 图 形 
看 作 是 立体 的 一 个 投影 。 正 如 G。 波 里 亚 所 指出 , “如 果 设 想 读 
者 遇 到 了 这 样 的 事 ， 从 图 3-4 那 些 纠 强 成 一 堆 的 线段 和 字母 中 ， 
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平行 六 面体 的 形象 出 平 意料 地 “ 跳 ” 了 出 来 ，…… 可 能 他 在 某 
种 程度 上 也 将 理解 灵感 这 个 词 的 意义 ， 以 及 怎样 去 解释 好 像 是 
一 个 内 在 的 心声 或 者 一 个 超自然 的 神 ， 在 启示 一 样 的 ~- 个 深刻 
的 想法 突然 出 现 。" 

在 这 个 例子 中 ，G，。 波 里 亚 通过 对 几何 图 形 的 观察 ， 多 方 
位 的 观察 ,获得 灵感 。 几 何 图 形 也 是 符号 ， 正 如 希 尔 伯 特 所 说 ， 
“几何 图 形 就 是 直观 空间 的 帮助 记忆 的 符号 ， 所 有 数学 家 正 是 
如 此 来 使 用 它们 的 。”“ 算 术 符号 是 文字 化 的 图 形 ， 而 几何 图 
形 则 是 图 像 化 的 公式 ， 没有 一 个 数学 家 能 缺少 这 些 图 像 化 的 公 
式 ， 正 如 在 数学 演算 中 他 们 不 能 不 使 用 加 、 脱 括号 的 操作 或 其 
它 的 分 析 符 号 一 样 。? 

下 面 我 们 再 看 一 个 实例 。 

例 “计算 定 积分 | UF 一 005 x) dx(a<6)。 

这 个 定 积分 可 以 用 欧 拉 变换 的 办 法 来 解 起 ， 但 计算 过 程 相 
当 繁杂 。 有 没有 简便 的 方法 ? 我 们 知道 , 定 积分 可 以 表示 平面 图 
形 的 面积 .这 个 定 积分 能 不 能 与 什么 平面 图 形 相 联系 ? 考虑 到 
被 积 函 数 TX 二 05 二 YX) 是 (x 一 a) 与 (5 一 x*) 的 比例 中 项 , 读 
者 也 许 能 联想 到 几何 中 一 条 结论 ， 如 图 3-8， 设 WA 是 半 立 的 
直径 ，PQLMN， 则 

PQ ~V/MP: PN 

者 来 ，V R005 一 x) 可 以 和 半圆 相 联 系 .这 是 一 个 好 念头 、 
事实 上 也 是 可 以 做 到 的 。 在 图 3-8 中 ， 只 要 设法 使 P=x 一 a， 
PN=6b—x, 则 PQ=vV(x—a)(b—x), 

因此 ， 得 到 下 面 的 解法 。 

如 图 3-7， 设 4、B 为 模 轴 上 的 两 点 ， 其 坐标 分 别 为 a. bs 
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图 3-7 图 3-8 
天 为 线段 4B 上 的 一 个 动 点 ， 其 符 标 为 x。 则 AR=x 一 a。，RB= 
6 一 x。 以 AB 为 直径 作 半 图 ， 过 点 R 作 RT 上 4B 交 半圆 于 7T， 则 
RT=V(x—a)(b—x) 。 
可 见 ， 当 动 点 有 从 点 A 移动 到 点 8 时 ， 动 点 7 的 轨迹 就 是 
一 个 半圆 曲线 ;根据 定 积分 的 几何 帝 义 ， 可 知 所 求 的 积分 值 就 
是 该 半圆 的 面积 ， 即 


| AAA(X 一 6) 本 4 
el 
一 本 (b 一 0) 


这 种 解法 是 很 有 特色 的 ， 人 们 往往 利用 定 积 分 去 计算 一 些 
平面 图 形 的 面积 。 而 这 里 是 利用 几何 知识 ， 利 用 平面 图 形 的 面 
积 来 计算 定 积 分 。 

一 般 说 来 ， 在 数学 研究 中 ， 那 些 得 益 于 灵感 的 方法 总 是 很 
优 芒 的 ， 而 数学 符号 则 是 诱发 灵感 的 重要 信息 源 。 
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第 四 章 ”数学 符号 的 创设 原则 


自 1600 年 以 来 ， 数 学 创造 的 步 幅 一 直 在 加 大 ， 出 现 了 不 少 
新 的 数学 分 支 不 过 ,正如 一 位 学 者 所 说 ， 谈 到 数学 创造 ， 我 们 
自然 想到 其 成 果 就 是 有 关 数 学 的 新 体系 、 新 理论 、 新 方法 、 新 
概念 、 新 定理 、 新 技术 、 新 公式 以 及 新 的 应 用 等 等 。 关 于 数学 
符号 本 身 的 创造 却 不 易 为 常人 所 注意 。 现 在 我 们 已 经 看 到 ， 数 
学 符号 与 数学 发 展 的 关系 是 如 此 密切 ， 数 学 符号 的 刀 维 功能 是 
如 此 显赫 ， 研 究 数学 符号 的 创设 原则 理应 是 非常 重要 ， 不 可 忽 
视 的 工作 。 正 如 L。 格 莱 希 尔 所 讲 ，“ 初 看 起 来 , 好 像 数学 范 图 
的 扩张 必定 成 为 其 未 来 发 展 的 危险 之 源 。-…… 而 标记 法 的 改进 
可 能 最 有 效 地 简化 课题 和 使 之 易于 理解 。 不 但 要 由 数学 工作 者 
去 探索 新 的 实 理 ， 并 要 由 他 来 设计 可 以 用 来 发 现 和 表达 真理 的 
语言 ， 而 在 所 得 到 的 结果 中 ， 一 个 伟大 的 数学 家 也 显示 出 其 天 
才 。 恰 当选 择 的 标记 法 简化 了 复杂 的 理论 并 把 远离 的 理论 联系 
起 来 ， 我 对 这 种 标记 法 所 具有 的 力量 有 极 大 的 信心 ,同时 ,我 认 
为 有 把 握 预 言 ， 不 断 增加 的 关于 原则 的 知识 以 及 不 断 改进 的 数 
学 符号 的 语言 ， 永 远 能 使 我 们 满意 地 对 付 权 仅 由 于 这 个 学 科 的 
扩大 所 带 来 的 困难 。” 

关于 数学 符号 的 创设 原则 ， 尚 未 见 到 比较 系统 的 论述 ， 这 
一 章 ， 试 图 在 这 方面 作 些 探索 。 

121 


$1 数学 符号 的 形成 过 程 分 析 


考察 历史 大 有 好 处 。 它 能 帮助 我 们 建立 正确 的 观念 ， 了 解 
客观 事物 发 展 的 一 般 规律 ， 展 望 客观 事物 发 展 的 趋势 和 前 景 。 
在 研究 数学 符号 的 创设 原则 之 前 ， 对 现 有 数学 符号 的 形成 过 程 
作 些 历史 分 析 是 有 益 的 。 


一 、 数 堂 符号 的 种 类 


”从 数学 符号 的 形成 方式 来 者 ， 现 有 的 数学 符号 大 致 可 分 成 
象形 符号 、 缩 写 符号 和 约定 符号 三 种 。 
象形 符号 是 用 符号 的 形状 特征 晓 起 视觉 表 瘟 来 反映 数学 概 
您 的 符号 数学 对 象 的 空间 位 置 、 结 构 或 数量 关系 经 抽象 概括 就 
得 到 各 种 数学 图 形 或 图 式 ,图 形 、 图 式 关系 再 经 缩小 或 改造 就 
形成 象形 符号 。 例 如 平面 图 形 的 符号 


一 一 AZ 已 LAW OO 


等 是 原型 的 压缩 象形 ， 关系 符号 

下 、 看 、 二 、 中 、 沪 、 名 ,之 ,、 和、E、 和 人 一 、V、 人 和 人 
等 是 原型 的 改造 符号 。 

这 类 符 身 可 由 形 思 义 地 加 以 理解 、 记 忆 和 运用 。 

缩写 符号 中 的 多 数 是 由 数学 概念 的 外 文 词汇 的 前 一 个 或 数 
个 字母 构成 的 缩写 ,也 可 以 用 汉语 拼音 的 类 似 构造 进行 缩写 。 例 
如 


六 数 function 一 >f 
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实数 集 Real number 一 >R 
极限 limit 一 >1lim 
其 它 如 微分 、 积 分 、 对 数 、 三 角 函 数 、 最 大 最 小 、 和 与 积 的 记 
号 
ad、 I, log, sin, cos、 max, min、、 
等 均 属 这 一 类 。 
这 类 符号 最 初 需要 以 文字 概念 的 记忆 为 基础 唤起 听觉 表象 
沟通 思维 活动 ， 即 由 音 思 词 、 由 词 及 义 。 
约定 符号 的 形成 是 与 思维 活动 的 习 人 笃 和 历史 有 关 的 ， 并 且 
具有 思维 的 合理 性 等 特点 。 例 如 习惯 上 用 字母 x、y 、z 寄 水 未 
知 数 ， 用 a、5 、c 等 表示 已 知 数 ;用 大 写字 母 素 示 点 ， 用 小 写 
字母 表示 线段 或 直线 ， 用 小 写 希 腊 字 母 表 示 平 面 。 其 它 如 方 宪 
记号 x"、 运 算 或 性 质 记 号 士 、 一 等 ， 量 词 记号 Y、3 、 阶 乘 记 
号 ! 等 均 属 这 一 类 。 
这 类 符号 主要 应 通过 规定 或 约定 的 简 炼 性 、 合 理性 和 习惯 
性 来 与 思维 活动 共鸣 ， 由 义 及 形 、 形 义 一 体 地 加 以 理解 和 运 
用 。 


二 、 数 学 符号 与 数学 理论 的 关系 


从 数学 家 提出 新 符号 的 心理 过 程 来 厦 ， 数 学 符号 的 创设 与 
数学 理论 和 方法 密切 相关 ， 它 总 是 由 于 研究 某 种 课题 的 需要 而 
受到 某 种 数学 思想 的 指引 。 在 这 方面 最 典型 例子 可 算是 微 积分 
符号 的 创设 过 程 , 微 积分 是 “一 种 撼 人 心灵 的 智力 奋斗 的 结 蜡 ”， 
M , 克 莱 因 在 他 的 《古今 数学 思想 》 中 曾 对 莱 布 尼 获 创设 微 积 
分 及 微 积 分 符号 的 心理 过 程 作 过 精 脱 的 分 析 。 它 对 于 向 往 着 数 
学 创造 的 读者 来 说 也 许 是 非 读 不 可 的 。 我 们 简要 介绍 如 下 ,从 中 
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可 以 四 到 “一 个 伟大 的 才智 ”是 怎样 “ 随 着 他 思想 的 发 展 而 改 
变 他 所 用 的 记号 ”的 。 

菜 布 尼 藻 在 《微分 学 的 历史 和 起 源 》 一 文 贝 ， 把 他 的 微 积 
分 思想 起 源 追 溯 到 他 的 关于 数列 之 和 或 差 的 序列 的 早期 工作 。 

莱 布 尼 荡 在 1672 年 到 达 巴 黎 后 不 久 ， 广 意 到 有 关 数 列 的 下 
述 有 趣事 实 。 给 定数 列 

Gos G1，，G29 "> Ga 
考虑 相继 两 项 之 差 的 序列 
dd 
其 中 Ga; 一 ai 一 4r-1 ， 这 时 
了 十 台 : 十 … 和 Ga 一 (cl 一 ao) 二 (aa 一 41) 十 十 (cs 一 -1)》 
一 G， 一 40 
因此 ， 相 继 两 项 之 差 的 和 等 于 原 数 列 的 首 项 与 末 项 之 差 。 
对 于 平方 的 序列 
0, 1, 4, 9, 16, 25, 36 
第 一 阶 差 是 
1, 3, 5, 7, 9, 11 
第 二 阶 差 是 
2 2,2,2, 2,，2 
莱 布 尼 菠 注意 到 自然 数列 的 第 二 阶 差 消失 以 及 平方 序列 的 第 三 
阶 差 消失 等 等 另外 ， 他 还 观察 到 ,如 果 原 来 的 序列 是 从 零 开始 
的 ， 那 么 第 一 阶 差 的 和 就 是 序列 的 最 后 一 项 。 

1673 年 左右 ， 莱 布 尼 茨 看 到 求 曲 线 的 切线 的 正 问 题 和 反问 
题 的 重要 性 ; 他 也 完全 相信 ， 反 方法 等 价 于 通过 求 和 来 求 面积 
和 体积。 为 了 把 前 面 所 讲 的 关于 序列 的 一 些 事实 和 微 积分 联系 
起 来 ， 他 把 序列 看 作 是 谣 数 的 y 值 ， 而 把 任何 两 项 的 盖 厦 作 是 
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Fs 


”的 项 的 序数 之 差 :dy 是 两 个 相 


邻近 两 个 y 值 的 差 ,最 初 他 认为 x 表示 序列 中 项 的 次 序 ，yy 表示 
这 一 项 的 值 。 

量 dx， 他 经 常 写 作 4, 这 时 
伐 等 于 1 ， 因 为 它 是 两 个 相连 


连 项 的 值 的 实际 的 差 ， 然 后 用 
omn。( 即 拉丁 文 omnia 的 缩写 ) 
表示 和 ,并 且 用 ! 代 替 dy， 菜 布 
尼 获 断言 omn 。!=-y， 因 为 
omn ,1 是 首 项 为 0 的 序列 的 第 一 
阶 差 的 和 , 这样 就 给 出 了 最 后 一 
项 。 但 是 ,ormz.y! 产 生 一 个 新 间 


题 , 某 布 尼 获 获得 oma,y! 一 刀 的 结论 是 在 一 x 的 条 件 下 考虑 
的 。 因 此 ; 如 画 4- 工 所 示 ， 三 角形 4B8C 的 面积 是 y 1 的 和 《{ 对 
于 “很 小 ”的 1 来 说 ) ， 它 也 是 交 。 他 说 ，“ 从 0 起 增长 的 直 


线 ， 每 一 个 用 与 它 相应 的 培 长 的 元 素 相 震 ， 组 成 三 角形 。” 这 

几 点 事实 ,和 一 些 较 复 杂 的 东西 ,已 经 出 现在 1673 年 的 论文 中 。 
下 一 阶段 中， 他 必须 从 一 串 离 获 的 值 过 渡 到 dy 和 dx 是 

x 的 任意 函数 > 的 增 量 的 情况 。 因 为 他 仍然 局 限于 数列 ， 而 在 数 


” 列 中 x 是 项 的 顺序， 所 以 他 的 a 或 dx 是 1， 因 此 他 自由 地 插入 


或 者 去 掉 4a。 当 他 过 渡 到 任 间 函数 的 dy 和 dx 时 ， 这 个 a 就 不 再 是 
1 了 .但 是 ， 当 他 仍然 与 和 的 概念 作 斗争 时 ， 他 忽略 了 这 个 事 
因此 在 1675 年 10 月 29 日 的 手稿 中 ,. 莱 布 尼 获 从 
125 


omn, yl =omn,omn.l (1) 
出 发 ， 因 为 本 身 就 是 omn*1， 所 以 (1') 是 成 立 的 。 他 由 a 除 ! 保 
持 量 网 ， 他 说 ， 无 论 } 等 于 什么 ，(1) 是 成 立 的 。 查 是 ， 我 们 已 
经 在 图 4- 1 工 中 君 到 : 


omm, 1 一 六 (2) 


所 以 ， 由 (1 ) 和 (3) 得 


2 
WE 
2 a 


| 六 j 2 和 
莱 布 尼 艾 从 几何 的 论据 中 得 来 的 另 一 个 同类 型 的 定 更 是 
omn.xi=xomn,.l——omn,omn,.! 
其 中 1 是 一 个 冶 列 中 得 连 两 项 的 准 ，x 是 项 数 ,用 近代 的 写法 ， 
这 个 方程 就 是 
|xay=xy -az 
莱 布 思 落 又 很 定 上 式 中 的 /本 身 是 %， 可 得 到 


OmMN ,X=—=XOMR x — OM Om ,X 
入 


他 涪 ， 但 是 omn,x 是 所 《 弦 己 经 证 明了 omn。 yl= 0 )， 所 
i 


x 
0 和 2 eR ns, 
MH 天 祁 总 可 


得 移 置 最 后 一 项 ， 他 得 到 
ON NT? = 
在 1675 年 19 姑 29 晶 的 季 稿 趾 , 莱 布 尼 获 决定 期 代 苦 omn,s 
天 此 


2 
x 
f= omn,i, 1 = 


记号 | 是 “Sum”( 和 ) 的 第 一 个 字母 5 的 拉 长 。 

可 能 是 由 于 研究 巴 鲁 的 著作 关系 , 菜 布 尼 茨 很 早 就 意识 到 ， 
微分 与 积分 ( 看 作 是 和 ) 必定 是 相反 的 过 程 ; 所 以 面积 被 微分 
时 ， 必 定 给 出 长 度 。 因 此 ， 在 10 月 29 日 的 司 一 篇 手稿 中 ,他 说 ， 

“已 知 ! 及 它 与 的 关系 ， 求 fl。"” 然 二 ， 椰 济 。 “假定 和 1 = 
Ya， 设 i=ya/d，* 
i {意味 着 和 ，d 意 味 着 差 。 从 已 知 的 我 们 居 能 家 出 /4 
者 1， 即 y 的 微 差 。” 

这 里 ， 药 布 尼 茨 似乎 是 在 探索 { 的 远 算 和 z 的 运算 ， 并 看 出 
它们 是 相反 的 。 他 意识 到 | 实际 上 是 矩形 的 和 ,; 河 而 是 面积 的 和 。 
所 以 他 承认 ， 要 从 y 回 到 dg y ， 必 须 微 出 $ 的 微 莽 臣 者 取 y 的 
微分 然后 他 说 :， “但 是 } 意 味 着 和 ,qd 意 味 闭关 。 ( 高 羔 国 评 论 包 ， 
这 可 能 是 后 来 加 进 去 的 ”)。 因 此 两 个 星期 以 后 ， 为 了 从 49 得 到 dy ， 
他 从 用 d 除 改 成 作 y 的 微 差 ， 并 写作 4d y 。 

在 此 之 前 ， 莱 布 尼 艾 还 认为 + 莹 是 序列 购 项 和 的 值 ,x 通常 作 
为 这 些 项 的 序数 ,但 是 现在 ,在 这 篇 论文 中 他 说 。， "所 有 这 些 定 
理 对 于 那些 级 数 是 正确 的 ， 在 这 些 级 数 中 项 的 差 和 项 本 身 间 之 
比 小 于 任意 指定 的 量 .” 这 就 是 说 ，dy/79% 可 以 小 于 尾 淹 给 定 

*# ) 杀 。 克 药 因 评论 说 ，“ 这 时 他 把 d 放 在 分 呈 中 ， 如 某 李 写 成 [一 4 的 ， 于 
就 合 有 更 字 的 审 义 。 


于 9 


的 量 。 

在 1675 年 11 月 11 日 ， 标 题 为 《 切线 的 反方 法 的 例子 》 的 竹 
稿 中 ， 莱 布 尼 芯 用 1 表示 和 ，x/d 家 示 差 ,然后 届 说 ,x/d 是 dx， 
是 两 个 相 邻 的 x 值 的 差 ， 但 是 显然 这 里 的 dx 是 常数 ， 并 且 等 于 
}。 7 
根据 上 面 勉强 可 以 理解 的 议论 ， 业 布 尼 荧 断定 一 个 事实 : 
作为 求 各 的 过 程 的 积分 是 微分 的 逆 , 但 他 并 不 清楚 怎样 可 以 从 
这 桩 一 个 粗粮 的 式 子 五 ydx 去 得 到 面积 一 一 即 怎 样 从 一 组 矩形 
得 到 在线 下 的 面积 ,当然 ， 这 个 困难 困扰 了 17 忆 纪 所 有 的 数 学 
家 。 由 于 没有 清楚 的 极限 概念 ,或 者 甚至 没有 清楚 的 面积 概念 ， 
菜 布 尼 欧 有 时 认为 后 者 是 非常 小 而 又 非常 多 的 卸 形 的 和 ， 因 而 
这 个 和 an 他 有 时 又 认 
为 面积 是 级 坐标 ?的 和 。 

关于 微分 ， 莱 布 尼 世 在 巴 
斯 卡 和 巴 鲁 曾 用 过 的 特征 三 角 
形 上 建立 他 的 理论 ,这 个 三 角形 
《图 4-2 ) 由 dy、dx 积 弦 PQ 
组 成 ,他 还 认为 弦 PQ 是 “P 和 Q 
之 间 的 曲线 ， 而 且 是 了 点 的 切线 < 
的 一 部 分 。 虽然 说 这 个 三 角形 S U M 
是 无 穷 小 的 ,但 竖 持 它 和 确定 的 图 4-2 , 
三 角形 是 相似 的 ， 即 相似 于 由 次 切线 SS 可 ， 了 点 的 级 坐标 以 及 
切线 ST 组 成 的 三 角形 STU 。 因 此 ，dy 和 ax 是 最 终 的 元 索 ， 它 
们 的 比 有 确定 的 意义 。 事 实 上 ， 他 用 三 角形 PRQ 和 SUT 相 似 
的 论据 得 到 dy/dx= 二 TU /SU 。 

在 1675 年 11 月 11 日 的 乎 稿 中 ， 菜 布 尼 芯 说 明 他 怎样 能 解答 
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a a 


一 个 确定 的 问题 ,他 寻求 次 法 线 与 纵 坐 标 成 有 反比 的 由 线 , 在 图 4 
-2 中 ， 法 线 了 六 ， 次 法 线 是 避 由 三 角形 喇 RQ 和 了 UV 三 的 相似 
性 ， 他 得 到 


dy _p 
dx yy 
或 羞 pdx=—= ydy 
但 是 间 线 有 已 知 的 性 质 
了 
0 
其 中 5 是 比例 常数 。 因 此 
dx—-¥ dy 
所 以 
多 2 
[上 
即 
* 35 
他 还 解决 了 其 他 的 反切 线 问 题 。 


在 1676 年 6 月 26 日 的 手稿 中 ， 他 意识 到 求 切线 的 最 好 方法 
是 求 dy/dx， 其 中 ay 和 dx 是 关 ，97V/ax 是 商 。 他 忽略 了 dx dx 
和 dx 的 高 次 等。 

1676 年 11 月 左右 ， 他 能 够 给 出 一 般 法 则 dx* 二 nx :dx 和 
"== 后 了 ， 其 中 4 是 整数 或 分 数 。 他 说 :“ 这 个 道理 是 普遍 的 ， 
不 管 x 的 序列 是 什么 样 的 ”这 里 x 仍然 意味 着 序 询 交 项 的 次 序 。 
在 这 篇 手稿 中 ， 他 说 要 微分 Va+bz+cz: 的 话 , 设 4a+bz+cz* 
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一 Xx， 微 分 vvX ， 然 后 乘 以 qx/dz， 这 就 是 链 式 法 则 。 
1680 年 ，dx 成 为 横 坐 标的 差 。，dy 成 为 纵 坐 标的 差 ,他 说 : 

oe 现在 把 dx 和 dy 取 为 无 窍 小 ， 或 者 把 曲线 上 的 两 个 点 理 
解 为 它们 中 间 的 距离 雍 任 何 给 定 的 长 度 都 小 ……?” 

他 把 zy 时 做 当 纵 学 标 沿 着 x 办 
移动 时 y 的 “有 瞬 刻 鸭 增 长 ”。 但 
是 图 4~2 中 的 PQ@， 仍 被 认为 
是 交 线 的 部 分 。 它 是 “曲线 的 
一 个 元 素 ， 或 者 是 代替 昌 浅 的 
无 穷 多 角 的 多 边 形 的 一 条 边 。… 
…? 他 继续 用 通常 的 微分 形式 。 
例如 ， 如 果 y 二 a*/x， 则 图 4-3 


2 
dy= — Tzdx 


他 还 说 差 是 相反 于 和 的 。 因 此 为 了 得 到 曲线 下 的 面积 (图 4-3)， 
他 就 计算 矩形 的 和 并 说 能 忽略 剩余 的 “三 角形 ， 因 为 它们 同和 拖 
形 相 比 是 无 穷 小 ……， 因 此 在 我 的 微分 中 ,我 用 [ydx 表 示 面 
积 ……。” 

”尽管 他 先前 说 过 ，dx 和 dy 是 很 小 的 差 ， 但 他 仍 然 谈 到 序 
列 。 他 说 ，“ 差 与 和 是 第 此 相反 的 ,这 就 是 说 ， 一 个 级 数 [ 序 列 ] 
的 差 之 和 是 级 数 的 项 ,级 数 和 的 差 也 是 级 数 的 项 ,所 以 我 用 ldx 
一 % 表 示 前 者 ， 用 避 jx 一 >x 表 示 后 者 。 事实 上， 在 1684 年 以 后 
写 的 手稿 中 , . 莱 布 尼 牙 说 他 的 无 穷 小 方法 已 经 众所周知 好 作为 
差 的 微 积分 了 。 

莱 布 尼 茨 在 微分 方面 的 首次 发 表 的 文章 是 在 1684 年 的 《 教 

师 学 报 》 上 。 | 
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对 于 4y、dx 和 dy/dx 的 最 终 的 含意 ， 莱 布 尼 获 仍然 是 含 
捧 的 .他 说 dx 是 两 个 无 限 接 近 的 点 的 x 值 的 差 ,切线 是 连接 这 样 
两 点 的 直线 。 虽 然 他 在 各 阶 无 穷 小 量 之 间 确 实 作出 了 区 别 , 但 是 
他 没有 经 过 证 明 就 仍 掩 了 高 价 微 分 。 

正如 杂 。 克 莱 因 所 说 ， “ 菜 有 有 尼 茨 的 工作 ， 员 然 是 如 此 的 
等 碎 不 全 ， 凡 致 几乎 不 能 理解 ， 但 它 富有 局 发 性 而 且 意 义 深 
返 。”“ 菜 布 尼 牙 黎 费 昔 心地 工作 ， 要 把 记号 选 得 最 好 。 他 的 
ax，dy 和 dyyax 仍 然 是 标准 的 。 他 引进 记号 logxY， 对 于 # 院 给 
分 引进 gd ", 甚至 对 与 ? 重 和 分 别 引 进 d ”与 ad ”他 为 人 类 作 包 
了 杰出 的 贡献 。 

三 、 数 学 符号 的 演变 

从 数学 符号 的 演变 过 程 来 看 ， 数 学 符号 总 是 在 交流 传播 过 - 
竹中 不 断 改 进 的 ， 它 要 受到 文化 、 经 济 、 技 术 和 印 吊 条 件 等 等 
社会 背景 的 影响 ， 有 的 甚至 还 经 历 过 戏剧 性 变化 。 

例如 根 号 ”vv””，18 记 纪 有 些 学 者 (如 欧 拉 ) 猜 想 “ ww “" 
是 radix( 拉 丁 文 的 根 字 ) 的 字 头 r 约 变形 ,后 来 经 过 仔细 研究 ， 
证 了 明 不 是 。 原 来 德国 人 在 1480 第 前 后， 用 一 个 点 ““。” 来 融 示 
和 平方根， 如 ，3 就 是 3 的 平方 根 ，“ 表示 4 次 方 很 ， 而 … 形 
示 立 方 根 。 到 16 雇 纪 初 小 点 带 上 一 条 尾巴 变 成 ， 像 个 小 妖 蛙 。 
数学 史家 推测 ， 这 可 能 是 写 快 时 带 上 的 。“ 小 是 糙 ” 在 书写 ， 
运算 及 印刷 等 各 方面 毕竟 是 有 缺陷 的 ，1525 年 路 多 尔 天 的 代 
数 书 用 V8 ，wW 8 、w 8 分 别 表示 8 的 平方 根 ,四 次 方 根 及 立 
方 根 。 

我 国 数学 史上 尘 号 的 演变 过 程 中 ， 也 表现 出 某 种 偶然 性 。 
我 国 古 代用 空格 表示 零 。 十 书 缺 字 都 用 口 来 表示 ”数字 闻 的 空 
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位 ， 髓 然 也 可 以 用 口 来 表示 。 在 书写 的 时 候 , 字 体 常 写成 行书 ， 
而 方块 也 就 容易 划 成 贺 圈 了 。 以 0 作 零 号 ,最 早 在 金 《 天 阴历 》 
《1180 年 ) 中 见 到 。 如 403 写 作 “ 四 下 口 三 ” 。 到 雏 九 部 的 《 算 
书 九 章 》(1247 年 ) 就 大 量 使 用 口号 ,如 30768004 记 作 1 GOT 上 
TOGO， 有 人 以 为 口号 是 从 印度 传 过 来 的 ,这 是 没有 根据 的 。 我 
国 零 号 的 演变 过 程 是 清楚 的 ， 而 且 起 初 的 写法 和 阿拉 伯 数 码 的 
扁 圆 0 不 局 。 
党 并 基 ~ 

数学 符号 的 形成 过 程 如 上 下 复杂， 似乎 就 没有 什么 创设 原则 
可 谈 了 。 其 实 不 然 , 数 学 符号 的 产生 决 不 是 自生 自 灭 的 ， 也 不 是 
数学 家 随心 所 和 欲 的 。 我 们 已 经 达到 ,数学 符号 的 创造 总 不 会 脱离 
数学 瑶 论 和 方法 去 弧 立 地 进行 ， 他 要 受到 数学 思想 的 影响 。 数 
见 在 各 种 数学 著作 中 的 许多 片断 表明 ， 对 于 优秀 符号 的 创设 、 
数学 家 总 是 自觉 地 或 不 自觉 地 ， 或 多 或 少 地 遵循 着 一 些 科 学 原 
则 。 正 如 美国 两 位 数学 家 所 说 ，“ 适 者 生存 ”， 一 切 数学 符号 ， 
凡是 符合 这 些 科 学 原则 的 才 得 以 “生存 ”， 庆 则 ,必然 被 淘汰 。 
足见 ， 我 们 从 中 总 结 出 数学 符号 的 创设 原则 不 仅 是 必要 的 ， 也 
是 完全 可 能 的 。 


$2 创设 数学 符号 的 基本 原则 


数学 符号 的 功能 是 用 于 传播 数学 思想 ， 认 识 数学 世界 的 奥 
秘 。 央 此 , 创 届 数学 符号 的 总 的 原则 是 : 有 利于 数学 思想 的 交流 、 
传播 :8 有 利于 发 挥 其 思维 功能 :有 利于 数学 的 发 展 。 上 具体 地 
讲 ,， 数学 符号 的 创设 ,应 该 遵循 下 面 几 个 基本 原则 。 
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一 、 确 定性 原则 

我 们 知道 ,任何 符号 都 包括 两 个 方面 ， 即 能 指 与 所 指 ， 符 
号 功能 是 建立 在 能 指 与 所 指 之 间 的 约定 关系 基础 上 的 。“ 能 指 与 
所 指 之 闻 的 关系 ， 在 任何 情况 之 下 都 是 约定 的 。” 包括 按 符 号 
位 用 的 自然 标志 。 数 学 符号 也 不 例外 ,数学 符号 的 意义 是 需要 和 解 
释 的 ， 解 释 符 号 就 是 使 它 同 荣 些 具有 现实 意义 的 概念 或 心智 想 
象 相 联系 。 所 谓 象 形 符号 和 缩写 符号 世 是 约定 俗 成 的 符号 。 

约定 可 以 明显 的 ,也 可 以 不 明显 的 。 另 外 ， 约 定 概念 是 相对 
的 ， 约 定 有 竹 度 上 的 又 别 ， 它 可 以 是 很 严格 的 ， 也 可 以 是 不 导 
人 么 严 将 的 ， 可 以 是 一 致 的 ， 也 可 以 是 不 大 一 致 的 ;可 以 是 受 荣 
种 限制 的 ， 也 可 以 是 不 怎么 受 限制 的 ,在 数学 符号 中 ,能 指 与 所 
指 之 闻 的 关系 的 约定 是 严格 的 、 几 乎 是 一 致 的 。 

数学 作为 一 门 要 求 十 分 精确 的 学 科 ， 它 以 有 逻 恰 的 严格 性 和 
结论 的 确定 性 而 著称 ,要 求 一 种 准确 性 很 强 的 语言 与 之 相 适 应 。 
“数学 中 不 存在 那 种 意义 含混 的 词 ”。 因 此 ,数学 要 求 每 一 个 符 
号 都 有 确定 的 合 义 。 

在 自然 语言 中 ， 一 个 能 指 可 以 指向 好 几 个 所 指 。 例 如 , “号 ” 
作为 能 指 ， 其 所 指 可 以 是 乐队 用 的 一 种 乐器 ! 也 可 以 是 一 个 
“大 声 呼喊 ”、“ 大 声 哑 ”的 动作 。 但 在 数学 中 , “成功 的 研究 
依赖 于 构想 合理 的 标记 ”, 而 “合理 的 标记 法 ， 总 要 不 含糊 ,不 
混乱 地 表达 基本 数学 的 本 质 ”。 因 此 ,在 数学 符号 中 每 个 能 指 只 
能 指向 一 个 所 指 ,这 就 是 含义 确定 性 原则 。. 

在 $1 中 曾 提 到 ，1525 年 路 多 尔 天 的 代数 书 用 A 8，wW 8， 
w 8 分 别 表示 8 的 平方 根 ，4 次 方 根 与 立方 根 ， 这 种 标记 法 
就 不 符合 确定 性 原则 。 因 为 , 当 被 开 方 数 肥 好几 项 时 ， 一 个 能 指 
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就 可 指向 几 个 所 指 。 例 如 : 
能 指 所 指 


VE +b 十 3 
Va 十 b + 
TD 了 


如 此 ， 失 去 了 含义 确定 性 。 为 了 避免 混 消 ， 笛 卡尔 在 有 关 的 几 
项 上 面 用 括 线 把 它们 连 起 来 ， 才 成 为 现在 的 根 号 形式 。 

在 牛顿 所 创设 的 微 积分 符号 中 ， 也 有 不 少 含混 的 地 方 ， 景 
突出 的 例子 是 ， 他 用 0 表示 构 《 无 眼 小 增 量 ) 。 这 个 标记 与 通 
常 的 零 号 容易 混淆 ，“0 ” 究 竞 是 不 是 “ 零 ”? 牛 顿 认 为 不 是 ， 
用 你 过 作 7 为 什么 在 运算 中 可 以 略 去 含有 0 的 寒 的 项 昵 ? 牛顿 

没有 给 出 合 乎 逻辑 的 说 明 。 

必须 指出 ， 所 谓 ST 首 ” 是 相对 于 
同一 系统 而 言 ,例如 ,符号 “1” 和“ 0” 在 集合 代数 中 均 有 确 
定 的 含义 一 一 “全 集 ” 和 和 2 0 题 代数 中 ， 它 们 
则 分 别 有 另 外 的 含义 一 一 评介 是 " 和 “人 筷 命 题 ”。 因 此 ， 司 
一 数学 符号 可 以 作 多 种 意义 的 解释 ， 只 要 这 些 解释 能 具体 说 明 
数学 符号 表示 的 抽象 狗 与 其 具体 的 关系 ,这 与 数学 符号 含义 的 
确定 性 是 不 矛盾 的 。 


二 、 简 明 性 原则 
数学 语言 的 重要 特征 之 一 就 是 简洁 性 ,在 数学 中 ,叙述 一 个 
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概念 在 准确 、 完 备 的 前 提 下 ， 力 求 简洁 ， 话 虽 不 多 ， 但 意思 能 
表达 得 清楚 。 使 用 数学 语言 常常 可 以 大 大 缩短 自然 语言 表达 的 
“长 度 ”， 使 之 简洁 清楚 ,为 了 保证 数学 语言 的 简洁 性 ,数学 符 
号 的 创设 就 应 该 遵循 表达 洁 明 性 原则 。 

简 蚜 性 原则 是 由 符号 的 本 质 所 决定 的 。 符 号 是 传播 意愿 的 
标志 ， 了 既然 是 标志 ， 就 力求 表达 简明 。“ 简 单 曙 了 ”是 美的 体 
现 。 皮 亚 诺 普 指出 ，“ 在 两 种 符号 体系 中 ， 符 号 用 得 较 少 的 一 
般 是 更 可 取 的 。” 数 学 史 表 明 ， 一 切 数学 符号 的 演变 过 程 总 是 
服从 着 逐步 简明 化 的 规律 。 

罗马 数码 在 表达 方面 不 具有 洁 明 性，“ 一 个 简单 的 数 楼 写 
成 长 长 的 一 串 ”。 因 此 ， 印 度 - 阿 拉 伯 数 码 问世 后 ， 罗 马 数码 
必然 要 被 淘汰 。 任 何 一 种 新 的 改革 ， 总 会 遇 到 阻 力 。 印 度 - 阿 
拉 伯 数 码 也 曾 遭 到 一 些 人 的 猛烈 反对 。 其 理由 是 :这 些 数字 “ 奇 
形 怪 状 ”， 长 时 期 未 能 标准 化 ， 零 这 个 数字 尤其 容易 弄 错 ， 要 
耐心 学 会 很 多 道理 后 才能 正确 使 用 这 些 新 的 符号 。 另 外 ， 当 时 
的 反对 者 还 有 一 个 “更 为 有 力 、 凑 扑 不 破 ” 的 理由 ， 新 数字 太 
容易 弄虚作假 了 。0 很 容易 改 为 6 或 9，, 1 也 容易 改 成 4,6， 
7 或 9 ， 其 他 数字 的 形式 也 可 以 窜改 ， 往 往 还 可 以 在 已 经 写 下 
的 凡 个 数字 中 间或 后 面 搬 进 一 些 数字 。 正 是 由 于 可 能 发 生 这 些 
帮 虚 作假 的 现象 ，1299 年 佛 罗 伦 获 的 法 令 中 就 禁止 在 金融 事务 
申 使 用 印度 -阿拉 件数 码 而 强迫 使 用 罗马 数码 。 

然而 ， 印 度 - 阿 拉 伯 数 码 的 种 种 优点 ， 给 人 以 挡 不 住 的 美 
的 感受 ， 它 最 终 还 是 为 人 们 所 普遍 采用 。 

用 算 筹 表示 数目 ， 在 我 国 数学 史上 曾 起 过 很 大 的 积极 作 
用。 但 是 ， 它 与 印度 -阿拉 伯 数 码 相 比 ， 在 表达 方面 就 显得 不 
够 简明 。 
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关于 分 数 符号 ， 我 们 在 第 一 章 §$3 已 着 到， 在 阿尔 。 哈 萨 的 
管 作 中 ， 用 


2 十 
3 3 2 己 8 
5 8 9 表示 9 
这 种 表达 是 不 够 简明 的 ， 说 准确 一 些 是 “ 简 而 不 明 ”。 
在 非 波 那 契 《算盘 书 》 中 ， 式 子 从 右 到 左 ， 整 狐 部 分 写 在 


分 数 匆 右边 ， 将 12 地 x 写成 “radices 寺 12”: 14 世 纪 中 时 还 
有 用 3 写 表示 二 的 。 和 现行 的 分 数 线 符号 相 比 ， 可 以 看 出 这 些 


表达 都 是 不 够 简明 的 。 
分 指数 最 早 在 奥 力 森 的 《 比例 算法 》 中 出 更。 他 把 


有 时 ， 他 也 把 
9 写作 寺 。9?， 2 写作 二 .2'。 

这 些 写法 、 因 为 表达 不 简明 ， 注 定 要 被 淘汰 。 

T。 模 棣 尔 普 批 评 过 那 种 繁琐 的 标记 法 。 他 认为 从 传播 的 
角度 来 讲 、 不 应 该 在 理解 的 方式 上 给 对 方 加 重负 担 。 

数学 符号 用 以 表示 数学 抽象 物 。 数 学 抽 名 物 具有 抽象 讨 次 
上 的 区 别 。 全 如， 不 同 直 数 的 集合 、 不 辐 价 的 微分 、 不 出 维 度 
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的 空间 之 间 的 运算 关系 等 等 。 因 此 ， 合 宜 的 数学 符号 系统 ， 不 
仅 要 能 反映 同 -- 层 次 上 不 同 数学 抽象 物 的 差别 ， 还 要 能 反映 不 
同 抽象 层次 的 差别 ， 即 显示 出 不 同 的 抽象 度 。 因 此 ， 表 达 的 简 
明 性 ， 也 包括 能 简明 地 表达 各 层次 的 数学 抽象 物 。 在 微 积分 时 
代 ， 和 牛顿 及 许多 英国 数学 家 使 用 x ，y ， 而 菜 布 尼 欧 及 许多 德 
国 数学 家 使 用 dx，dy，“ 点 主义 ”与 “d 主 义 ” 两 派 争 论 了 
好 些 年 。 大 家 知道 ， 最 后 ， 莱 布 尼 区 的 符号 占 了 上 风 。 其 原因 
之 一 是 因为 他 的 符号 体系 更 适 于 表达 高 阶 导 数 和 高 价 微分 ， 而 
且 可 以 由 正 整 数 阶 推广 到 负数 阶 和 分 数 阶 ， 由 此 导致 了 运算 微 
积 的 发 展 ， 对 后 来 的 数学 研究 产生 了 很 大 的 影响 。 


三 、 方 便 性 原则 


方便 性 不 则 是 指数 学 符号 的 创设 要 考虑 到 使 用 的 方便 ， 它 
包括 读 、 写 、 运 算 及 推理 的 方便 ， 共 至 还 包括 便于 利用 计算 器 
械 。 . 

方便 性 原则 也 是 由 符号 的 本 质 所 决定 的 。 数 学 符号 作为 交 
流 数学 思想 工具 ， 其 重要 价值 就 在 于 使 用 的 方便 性 。 

罗马 数字 对 于 加 、 乘 运算 就 极 不 方便 ， 用 算 筹 表示 数字 ， 
其 运用 的 方便 性 也 不 及 印度 -阿拉 伯 数 字 。 

数 e 为 什么 “可 贵 ”， 其 原因 之 一 就 是 自然 对 数 1nx 的 求 
导 运 算 方便 ， 岂 此 又 为 高 等 数学 乃至 一 切 自 然 科学 带 来 一 系列 
的 方便 。 A 

行列 式 与 矩阵 的 引入 ， 其 目的 是 为 了 “速记 ”， 也 就 是 为 
了 方便 。 

二 涝 制 为 什么 得 宪 ， 其 原因 就 是 它 便于 电子 计算 机 采用 。 

首先 ， 二 进 制 只 需 0 和 1 两 个 数码 就 可 以 表示 一 切 数 目 。 
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这 对 于 机 器 来 说 最 为 有 利 ,可 以 天 大 简化 计算 机 的 “运算 器 ”。 
每 一 数位 上 的 数字 1 和 0 最 适宜 表示 为 电路 中 电气 信号 的 存在 
或 消失 。 例 如 ，“ 工 ”表示 为 电压 脉冲 的 存在 ，“ 0 ”表示 脉 
冲 的 消 兴 。 这 样 。 二 进位 制 和 的 任何 数 就 可 以 用 排 成 一 定 顺 序 的 
于 冲 表示 。 因 此 ， 只 要 找到 一 种 具有 两 种 稳定 状态 的 元 件 就 可 
以 用 二 进 制 表示 数 了 。 而 这 种 元 件 是 很 多 的 ,例如 :电灯 的 “ 开 ” 
与 “ 关 ”， 磁 茂 的 “ 充 磁 ”与 “ 消 砚 ”， 纸 带 的 “穿孔 "与 无 
孔 ”， 最 体 管 的 “ 通 导 ”与 “截止 ”等 等 。 如 果 在 计算 机 上 采 
用 其 他 进位 制 ， 则 需要 具有 多 种 稳定 状态 的 元 件 ， 比 如 于 进 制 
就 需要 其 有 十 种 稳定 状态 的 元 件 ， 这 在 技术 上 是 很 困难 的 ， 而 
且 线 路 复杂 ， 造 价 昂贵 。 

其 次 ， 二 进 制 的 运算 比较 简单 ， 可 以 大 大 提高 运算 速度 ， 
这 对 于 电子 计算 机 来 说 是 至 关 重 要 的 。 从 二 进 制 的 加 法 表 与 飞 


法 表 
+ |。 1 -|。 1 
ojo 1 oj。 0 . 
1|1 i tl10 1 


可 以 看 出 ， 对 每 一 位 而 言 ， 二 进 制 的 加 、 悉 运算 都 是 仅 有 四 种 
情形 ， 但 是 十 进 制 的 加 、 乘 运算 却 各 有 100 种 情形 ,由 此 可 见 运 
算 的 繁 简 。 

另外 ， 二 进 制 不 但 可 以 进行 数值 运算 ， 而 且 还 可 用 以 进行 
二 值 远 辑 运算 。 拒 “1 ”看 作 是 嘉 命 题 的 逻辑 值 ，“0 ”看 作 
是 假 命题 的 逻辑 值 ， 规 定 逻辑 加 、 好 辑 习 与 尼 辑 非 的 运算 法 则 
为 ， 
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We Vw 入 二 $7 i ge i ts ee DY gy 


逻辑 加 逻辑 果 逻辑 非 


@|o 1 ©lo 1 A | 五 
0i0 1 0|0o 0 1 | 0 
1 1 1 ot 1 1 


这 样 ， 电 子 计 算 机 就 能 进行 判 新 和 推理 ， 机 器 也 就 有 了 人 类 有 轧 
维 的 某 些 功 能 。 

二 进 制 的 “1” 与 “ 0” 还 可 用 以 表示 生物 神经 系统 的 > 
兽 与 抑制 两 种 状态 ， 为 此 ， 神 经 系统 就 可 与 电子 线路 中 的 二 进 
制 网 络 类 比 。 以 离散 的 二 进 制 元 件 为 基础 的 电子 计算 机 ， 就 成 
了 神经 系统 某 些 功能 机 制 的 理想 模型 。 

一 种 数学 符号 是 不 是 便于 使 用 ， 诀 定 了 它 的 生命 力 。 数 学 
符号 和 一 切 劳 动工 具 一 样 。 总 是 在 使 用 方便 性 上 逐步 改进 。 这 
已 成 为 诱导 数学 符号 演变 的 无 形 的 指挥 楷 。 我 们 知道 ， 我 国 古 
代 ， 数 字 癌 的 空位 用 口 来 表示 ， 在 书写 的 时 候 ， 字 体 常 写 成 行 
书 ， 方 块 划 成 了 圆圈 心 。 乍 着 起 来 ， 0 号 的 形成 似乎 带 有 偶然 
注 。 其 实 ， 偶 然 性 后 面 常 党 隐藏 着 必然 性 ， 和 人 们 为 了 写 得 快 ， 
而 把 口 写 成 贺 覆 〇 ， 这 太 身 就 说 明 在 使 用 的 方便 性 上 六 图 胜 过 
方 杠 。 哩 然 是 无 意 的 ， 但 贺 疼 一 经 出 现 ， 必然 取 代 方 栓 。“ 无 
意 播 柳 柳 成 昔 ”， 这 与 柳 的 生命 力 有 关 。 


四 、 启 发 性 原则 
为 了 能 运用 数学 符号 “有 效 地 处 理 新 的 事物 ， 把 所 其 意义 
和 价值 ”, 认 识 数 学 世界 的 奥秘 ,要 求 数 学 符号 富有 有 暗示 作用 ， 
有 利于 刺激 联想 、 启 发 思维 。 这 就 是 创设 数学 符 生 的 启发 性 原 
则 。 
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象形 符号 ， 如 品 、! 、 钻 等 等 ， 都 是 富有 启发 性 的 ， 人 们 
君 到 这 些 符 号 形式 ， 就 想到 符号 内 容 一 一 它们 所 代表 的 数学 抽 
象 物 。 正 如 和希 尔 伯 转 所 说 “新 符号 必须 服从 于 新 概念 。 我 们 
用 这 样 的 方式 来 选择 这 些 符号 。 使 得 它们 会 令 人 想 怪 曾经 是 形 
成 新 丢 售 的 缘由 的 那 种 现象 。"” 

关于 两 个 三 角形 相似 的 符号 

人 48BCoAFFG 

在 现代 的 书刊 中 总 是 歌 认 。 两 三 角形 顶点 按照 字母 符号 的 
书写 次 序 相对 应 ， 即 4 对 应 于 已 ， 刀 对 应 于 已 ，C 对 应 于 G 。 但 
在 古代 书籍 中 ， 并 没有 引入 这 种 关于 次 序 的 附加 规定 ， 为 了 判 
断 哪个 顶点 和 哪个 顶点 相对 应 ， 读 者 必须 痪 辆 或 记 住 其 推导 情 
况 。 

现代 记 法 显然 大 大 优越 于 古老 记 法 。 使 用 现代 记 法 ， 富 有 
启发 性 ， 我 们 不 必 看 图 就 可 由 公式 得 出 很 多 结果 。 例 如 ， 我 们 
可 推出 

ZA=LE 
AB: BC~EF: FG 
以 及 其 它 这 类 关系 。 

细 想 一 下 ， 现 代 记 法 和 古老 记 法 的 差别 ， 仅 仅 是 次 序 不 同 
而 已 ， 然 而 ， 现 代 记 法 更 充分 好 反映 了 事物 的 次 序 和 联系 ， 它 
就 可 能 提供 丰富 的 含义 。 可 见 ， 在 启发 性 方面 精心 设计 符号 是 
绝对 必要 的 。 

莱 布 尼 获 总 是 竭力 使 它 的 符号 表示 法 富有 启发 性 。 他 写 
道 

“为 我 们 提供 一 条 阿里 阿 德 渔 线 *， 即 一 种 着 得 见 , 摸 得 着 
的 嵌 介 ， 以 便 用 来 引导 思维 ， 就 好 像 几 何 学 中 所 画 的 图 形 和 为 
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初学 算术 的 人 建立 的 运算 公式 那样 。” 

莱 布 尼 茨 所 创设 的 微分 符号 的 确 达 到 了 他 的 目标 ， 可 以 作 
为 一 种 “看 得 见 、 摸 得 着 的 媒介 ， 以 便 用 来 指导 思维 ”。 下 面 
提供 几 个 实例 。 

使 用 拉 格 朗 巨 引入 的 函数 符号 ， 我 们 可 以 把 求 导 运算 的 链 
趟 法则 表达 为 ， 刀 果 h(x)=f(g(%*))， 则 

h’(x)=f’ (g(x))g (x) 
不 过 ， 该 公式 中 的 符号 既 没 有 说 明 这 个 公式 为 什么 成 立 ， 也 没 
有 说 明 怎 样 来 证 明 它 。 如 果 使 用 莱 布 尼 茨 的 微分 符号 ， 设 2 二 
f(y)，y 二 g(x)， 则 上 述 公式 成 为 
dz dz dy 
dx dy "dx 

对 比 之 下 ， 这 个 公式 显得 富有 启发 性 ， 公 式 本 身 显然 会 使 
我 们 想到 它 是 成 立 的 ， 因 只 须 把 右 端的 两 个 微分 dy 相 消 ,就 好 
像 它们 是 实数 一 样 。 另 外 ， 这 样 消去 微分 符号 的 想法 还 会 引导 
我 们 想到 这 个 公式 的 合乎 逻辑 的 证 明 方 法 , 即 用 有 限 增 量 4x、 
全 y 、 入 2 来 代替 微分 YUx、dy、dz， 然 后 取 极 限 。 现 代 很 多 
数学 分 析 课 本 中 就 是 这 样 证 明 的 。 

链 式 法 则 的 积分 形式 是 代 换 积分 公式 

fo)) 0 eax= | ro)aa 

由 符号 代 换 xz= 9g(x)，dz 一 gx)dgx 可 以 相信 这 公式 成 立 ， 而 
不 论 它 的 证 明 如 何 。 这 就 说 明 微分 形式 J(u)du 在 任意 变 景 变 

* 阿里 癌 德 沪 是 蒂 瞪 神话 中 克 里 畦 王 弥 诺 斯 的 女 儿 。 传 悦 狼 典 每 年 必须 进 政 7 
对 童 男 音 女 ， 作 为 关 在 迷宫 中 的 牛首 人 身 怪物 弥 诺 半 罗斯 的 食物 。 医 雄 戒 修 斯 作为 
贡品 来 到 克 黑 特 ， 河 里 阿 德 沪 对 他 一 见 钟 情 ， 给 他 一 个 线 团 ， 让 他 拿 着 线 轩 进入 迷 


客 ， 杀 死 弥 诺 陶 罗斯 后 锋线 返回 ， 后 米 ， 人 们 常用 “向 里 同 补 注 线 ” 比 响 探 脱 办 境 
欧 办 法 。 
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换 下 的 不 变 注 ， 这 是 菜 布 尼 获 
的 重要 发 现 之 一 。 
还 有 一 个 典型 的 事例 。 现 
在 考虑 由 曲线 y 二 f(x) 绕 x 轴 
旋转 而 生成 的 直面 .这 时 , 菜 布 
尼 荧 把 曲线 的 无 穷 小 的 一 段 ds 
看 作 吓 两 直角 边 为 dx、dy 的 
“特征 三 角形 ”的 身边 ( 见 图 : 9 
分 )， 由 勾 股 定理 得 到 图 4 一 4 
ds=vV(dx)it(dy)’ 


| dy \s 
=Vitt a 
当 ds 绕 x 轴 沿 半径 为 ?的 辆 旋转 时 ， 就 生成 无 穷 小 的 面积 
Gd4 一 2ry93S 
=2ryf1+ (SP): cx 
把 这 些 无 穷 小 的 面积 相 加 ， 就 得 到 所 考虑 的 申 面 的 面积 
A= Ja4 = zy dx 
可 见 ， 使 用 菜 布 尼 菠 的 等 生 ， 经 过 程式 化 的 、 合 乎 情理 的 
推理 ， 便 可 得 到 求 曲 面 面 积 的 公式 。 其 实 ， 要 严格 证 明 这 个 公 
式 还 有 些 麻烦 ， 它 要 求 对 申 面 面积 的 概念 进行 详细 讨论 ， 给 出 
严格 的 面积 的 定义 ， 然 后 证 明 它 和 .上 述 公 式 是 一 致 的 。 
正 因为 莱 布 尼 欧 的 微 积分 符号 富有 启发 性 ， 因 此 ，“ 它 所 
释放 的 能 量 要 比 投入 的 多 ”，。 


五 、 和 谐 性 原则 
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和 谐 性 足 数 学 美的 重要 标志 之 一 。 和 谐 的 概念 最 早 就 是 由 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 以 数学 的 观点 研究 音乐 而 提出 的 。 他 们 发 现 音 
乐 在 质 的 方面 的 差异 是 由 声音 在 晤 的 方面 的 比例 差异 决定 的 ， 
六 此 ， 认 为 音乐 是 对 立 因 素 的 和 谐 的 统一 。 美 就 是 由 杂 多 导致 
统一 ， 由 不 协调 导致 协调 。 数 学 家 非常 重视 他 们 的 方法 和 理论 
是 否 优美 ， 那 么 到 底 是 什么 使 我 们 感到 优美 呢 ? 茧 加 勒 指出 : 
“ 那 就 是 各 个 部 分 之 问 的 和 谐 、 对 称 和 恰到好处 的 平衡 。 量 
子 力学 创始 人 海 森 堡 也 说 过 ，“ 美 是 一 个 部 分 与 另 一 个 部 分 及 
与 整体 的 加 有 的 和 谐 。 作为 现代 数学 三 大 特点 之 一 的 严谨 性 ， 
正 是 反映 了 数学 体系 的 和 谐 美 。 

数学 的 语言 是 由 符号 组 成 的 ， 数 学 符号 的 创设 必然 要 遵 御 
和 儿 谐 性 诛 则 一 一 考虑 各 种 符号 之 问 的 和 谐 关系 。 

对 于 某 些 有 关联 的 数学 抽象 物 要 赋 之 符号 ， 特 别 要 注意 符 
号 之 间 和 谐 性 。 数 学 中 ， 很 多 数学 概念 的 意义 ， 是 随 着 数学 的 
发 展 而 逐步 变化 ,逐步 丰富 的 ,为 了 使 概念 适用 于 更 大 的 范围 ， 
就 必须 扩展 原 有 的 概念 ， 重 新 给 它 定义 。 其 间 ， 我 们 屿 于 的 一 
系列 符号 就 必须 是 相互 和 谐 的 。 

例如 ， 指 数 符号 的 创设 。 韦 达 对 数学 符号 颇 多 改良 ， 但 没 
有 创设 优良 的 指教 符 号。 西方 最 早 提 出 负 指 数 的 是 英国 瓦 利 
斯 ， 在 他 《无 穷 小 算术 》》 中 有 这 样 的 话 ， 


.的 指数 是 一 2 ， 立 方 
数 倒数 的 数列 于 ， 壤 ， 坊 ，… 的 指数 是 一 3 ， 两 数 逐 项 相 浙 ， 


就 得 到 “五 次 窒 倒 数 ’ 的 数列 十， 起 ，375-，“…。 它 的 指数 蜡 然 
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一 一 5 同样，* 3 如 3 
是 一 2 一 3 一 5 同样 ， 平方 根 倒 数 的 数列 于， v2 


-三 ，… 的 指数 是 一 守 ，…” 
这 是 一 个 很 大 的 进步 ， EN 2 
2 -的 指数 符号 ， 只 是 说 本 ， 总 ， -的 指数 是 一 2 ， 一 3 可 


1 
0 
现行 的 分 指数 和 人 负 指 数 符号 是 牛顿 创 让 的 。 他 在 1676 年 6 
月 13 日 给 信 莱 市 尼 医 ， 里 面 说 到 ， 
+* 因 为 代数 学 家 将 ha，aI49，a4aa 等 写成 az?，a5,at 等 等 ， 
所 以 我 将 Vay Ma! 写成 of ,a3 又 将 土 ， 工 写成 -1，a-?， 


eo .tt 


这 里 ， 瓦 里 斯 与 牛顿 考 堪 了 相关 概念 之 疗 以 及 运算 中 的 和 
谐 关系 。 

考虑 和 谐 性 ， 不 仅 是 创设 数学 符号 的 客观 要 求 ， 也 是 创设 
数学 符号 的 一 种 成 功 的 经 验 、 方 法 。 

“01 ”是 怎样 引出 的 ? 当 n 是 自然 数 时 ，“n!1 ”表示 从 
1 开始 的 x 个 自然 数 的 乘积 , 即 

nl =1l oe 8H—1).# 

按 这 规定 ， 当 n= 二 0 时 “0! ”显然 没有 意义 。 我 们 知道 ， 
任何 符号 总 包括 两 个 方面 ， 一 是 符号 形式 ， 二 是 符号 内 容 。 有 
些 计 算 要 求 我 们 重新 规定 01 的 意义 ， 也 就 是 要 给 符号 形式 01 
苦于 符号 内 容 。 怎 样 规定 呢 ? 

考察 公式 

T44 


nt! sR 
和 nl (Cm—#n)! 


这 里 芭 ， 是 自然 数 ， 且 m 之 n， RA 
上 式 丰 方 为 C3 一 1， 有 方 出 现 卫 一 。 


为 了 年 一 # 上 时， 公式 仍 亿 成立 ， 就 必须 规定 01 = 1 。 因 
此， 规定 0! = 1 纯粹 是 考 虚 和 谐 性 的 必然 结果 。 

妙 得 很 ， 这 种 规定 还 保证 了 更 高 层次 中 的 和 谐 性 。 

18 世 纪 ， 由 于 研究 播 值 理论 与 色 微 分 两 个 问题 ， 欧 拉 考 察 
了 积分 


ea (a>0) 


勤 让 德 称 它 为 个 码 函 数 ， 用 六 (ca) 表 示 。 


即 ， Fe)=| > aie-zdx 
若 码 函数 是 继 初 等 函数 之 后 ， 在 分 析 及 分 析 应 用 中 景 重要 的 聊 
数 之 一 。 


利用 分 部 积分 。 可 得 
a | edx 
x"e 
这 就 是 说 
T(a+1)}=al (a) 
重复 应 用 这 个 公式 ， 就 给 
TT(a+n)= i i 
利用 这 个 公式 ， 无 论 是 对 于 多 么 大 的 a 和 什 来 计算 请， 总 可 以 化 
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+ | es dx 
o 0 ~ 


为 是 对 于 ce<1 来 计算 也。 
在 这 式 中 取 w=1， 并 注意 汉 


六 (1) 一 |e“=1 
那么 就 发 现 产 (2 士 1) 一 #! ， 也 就 是 得 到 著名 公式 
n1 二 1x"e ~*dx(n 为 自然 数 ) 《1) 


这 项 发 现 的 重要 性 ， 主 要 是 它 给 出 了 量 m! 的 分 析 表 达 式 。 
很 大 的 数 的 阶乘 ， 无 论 在 理论 研究 上 ， 或 者 在 实际 的 计算 上 ， 
都 起 着 重要 的 作用 ， 但 是 ， 因 为 很 大 的 数 的 阶乘 ， 按 照 它 的 定 
义 ， 是 一 个 很 复杂 的 不 便于 估计 数值 的 东西 ， 不 要 说 它 的 精确 
数 重 ， 就 连 它 大 小 的 级 人 们 也 无 法 直接 求 得 ， 所 以 无 论 对 于 理 
论 或 者 实际 应 用 来 说 ， 当 ”很 大 时 ， 能 找 出 一 个 ”1 的 既 简 单 而 
又 便于 估计 的 近似 表达 式 ， 是 一 件 很 重要 的 事情 ， 这 个 著名 公 
式 为 这 项 工作 葛 定 了 基础 。 

幸运 的 是 ， 这 个 公式 在 4=0 的 情况 下 也 还 是 成 立 的 。 这 就 
是 说 ， 规 定 “01 二 1” 与 该 公式 也 是 和 谐 的 。 这 并 不 是 偶然 
的 巧合 。 不 同 数学 概念 之 间 ， 存 在 着 内 部 的 联系 ， 按 成 功 的 经 
验 进行 创造 往往 是 很 顺利 的 。 正 如 项 尔 伯 特 所 说 ， 数 学 家 们 所 
经 常 感觉 到 的 那 种 令 人 惊讶 的 相似 性 和 仿佛 事先 有 所 安排 的 还 
调 性 ， 其 根源 就 在 于 思维 与 经 验 之 问 的 相互 作用 。 


83 为 实际 需要 而 创造 


我 们 已 看 到 莱 布 尼 蒋 创设 微 积分 符号 ， 完 全 为 了 研究 微 积 
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分 方法 的 需要 ， 其 涪 ， 他 随 着 自己 思想 的 发 展 ， 不 断 更 新 他 的 
符号 ， 微 积分 方法 的 发 明 与 微 积分 符号 的 发 明 表 现 出 一 种 同步 
过 程 ， 难 怪 有 人 问 ，“ 莱 布 尼 菊 究竟 是 发 明了 微 积分 还 是 微 积 
分 符号 ?数学 史 表 阴 , 一 切 符号 都 不 是 数学 家 凭空 创造 出 来 的 ， 
而 是 由 于 数学 研究 的 需要 ， 伴 随 荐 数学 方法 的 创新 而 创造 的 。 
如果 把 这 个 也 作为 一 条 原则 的 话 ， 那 就 是 要 为 数学 研究 的 实际 
需要 而 创造 。 

仰 罗 瓦 曾 说 过 ，“ 新 弧 问 题 需要 使 用 新 名 称 、 新 符号 。 我 
不 怀疑 ， 这 种 不 方便 在 开头 的 时 候 将 使 读者 产生 反感 ， 他 们 很 
难 原 谅 这 种 生 朴 的 语言 ， 即 使 作者 是 他 们 素 所 景仰 的 人 。 但 是 
归根 到 底 ， 我 们 只 好 适应 题目 的 要 求 ， 因 为 题目 的 重要 性 值得 
注意 。” 徊 罗 砚 建立 方程 式 可 解 性 理论 的 重要 关键 就 在 于 他 对 
置换 群 引 进 了 一 系列 重要 概念 ( 如 “正规 子 群 ”、“ 单 群 ”、 
“ 复 解 ”以 及 群 与 群 之 间 的 “ 同 构 ”等 ) 及 其 相应 的 符号 。 他 
开辟 了 代数 学 的 网 新 领域 一 一 群 论 。 在 数学 史上 群 论 的 发 明 可 
以 与 解析 几何 、 微 积分 的 发 明 比 美 。 个 罗 瓦 被 誉 为 数学 史上 的 
头等 天 才 。 人 们 谈 到 数学 的 发 明 创造 总 会 谈 到 知 罗 瓦 理论 ， 我 
们 谈 数 学 符号 的 创造 也 不 能 放 过 它 。 

事情 必须 从 代数 方程 的 根 式 解法 谈 起 。 

代数 基本 定理 从 理论 上 肯定 了 代数 方程 根 的 存在 性 , 然而 ， 
它 的 各 种 证 明 都 不 是 构造 性 。 没 有 指出 求 很 的 一 般 途 径 。 那 
么 ， 怎 样 求 出 方程 的 根 呢 ? 

二 次 方程 的 解法 ， 早 讶 远古 时 代 已 解决 ， 三 次 、 四 次 方程 
的 解法 是 在 16 世 纪 解 决 的 ， 这 些 方程 的 解法 有 一 个 共同 的 特 
点 ， 它 们 的 根 都 可 以 用 它 的 系数 的 代数 式 来 表示 ， 所 谓 代 数 
式 ,就 是 只 含有 限 次 的 加 , 减 ,条 、 除 和 开 方 五 种 代数 运算 的 表达 


147 


式 。 因 此 ,人 们 说 以 上 方程 可 以 用 代数 方法 求解 ,或 者 说 以 上 方 
程 均 有 根 式 解 。 自 从 三 次 、 四 次 方程 的 根 式 解法 解决 后 ,五 次 方 
程 的 根 式 求解 问题 息 然 使 提 到 议事 日 程 上 来 。 它 吸引 了 众多 的 
著名 数学 家 ,包括 欧 拉 在 内 。 但 是 两 百 多 年 来 的 努力 都 落空 了 。 
他 们 认为 五 次 方程 的 求 根 公式 是 存在 的 ， 只 是 没有 找到 而 已 。 

到 了 18 世 纪 下 装 叶 ， 拉 格 朗 日 精心 分 析 了 二 次 ,三 次 , 西 次 
方程 的 根 式 解 结 构 之 后 ， 引 进 了 方程 的 预 解 式 概念 。 

以 二 次 方程 为 例 。 大 家 熟知 ， 二 次 方程 

x2+bxte=0 

的 求 根 公式 是 

x 一 (b+ VB a0) ， x: 一 二 (一 5 一 w 更 一 此) 
拉 格 朗 日 发 现 V6 一 4c 与 两 根 x,、x。 有 和 密切 联系 ， 它 可 天 成 
Vb 一 46 二 X1 一 Xo。 简 记 (x1，x,) 二 x1 一 *。， 则 4 即 称 汶 
二 次 方程 的 预 解 式 。 为 什么 叫 预 解 式 ? 因为 根据 韦 达 公式 


Xi 十 Xz 一 一 避 


YXa 一 C 

只 要 能 将 $( 即 x 一 x;) 用 ，c 表 出 ， 则 由 *1 十 *; 二 一 6b 立即 可 
得 二 根 xi，xa。 

拉 和 铬 着 中 看 出 ， 预 解 式 和 方程 诸 根 的 置换 性 质 有 关 。 他 拟 
定 了 一 种 解 a 次 代数 方程 的 方案 ， 并 用 他 的 方案 成 功 地 、 统 一 
地 处 理 了 二 、 三 、 四 次 方程 的 根 式 解 问题 ， 可 是 ， 当 他 胃 这 种 
方法 去 解 五 次 方程 时 磁 了 壁 ， 最 后 只 能 被 迫 得 出 结论 说 ， 一 般 
高 次 方程 (n 之 4) 的 根 式 解 看 来 是 不 存在 的 。 

稍 后 ， 阿 贝尔 严格 证 明了 高 于 四 次 的 一 般 代 数 方程 不 可 能 
有 -- 般 形式 的 根 式 解 。 但 是 这 并 不 等 于 说 任意 一 个 具体 数字 系 


148 


数 的 高 次 方程 都 没有 根 式 解 。 阿 贝尔 还 是 没有 彻底 解决 代数 方 
程 的 很 式 解 问题 ， 余 下 的 任务 是 确定 哪些 方程 可 用 根 式 求 铎 ， 
车 罗 瓦 理 论 正 是 为 了 解决 这 个 问题 而 引起 的 。 

受 拉 格 朗 日 的 影响 ， 佣 罗 瓦 相信 方程 能 否 有 解 与 方程 庄 根 
的 置 撞 性 质 有 内 在 联系 。 一 个 坎 方程 的 # 个 根 %X1，X，，…'， 
x,， 共 有 ml 个 可 能 的 置换 ， 它 们 的 集合 关于 置换 的 乘法 构 成 
一 个 群 ， 中 做 很 的 署 换 群 。 方 程 的 可 解 性 可 以 在 箭 的 置换 群 的 
某 些 性 质 中 反映 出 来 。 基 于 这 一 认识 ， 锦 罗 瓦 把 方程 论 的 问题 
转化 为 群 论 的 问题 来 解决 。 

大 家 熟知 ， 代 数 方程 的 模式 解 公式 是 具有 “层次 式 结构 " 
的 。 例如， 二 次 方程 求 根 公式 中 包含 一 层 平 方 根 ; 三 次 方程 求 
根 公式 中 有 两 层 根 续 ， 里 面 一 户 是 平方 根 式 ， 外 面 一 层 是 立方 
根 式 。 一 般 说 来 ， 一 个 高 次 代数 方程 如 果 存 在 根 式 解 公式 ， 则 
公式 中 必 将 包含 由 开 方 根 运算 构成 的 一 些 层次 。 邵 罗 瓦 的 基本 
思想 方法 是 把 层次 结构 的 形成 同城 的 不 断 扩 张 概念 联系 起 来 
把 每 一 层次 的 对 应 域 的 形成 要 素 归 结 为 预 解 式 和 预 解 方程 的 寻 
求 ， 把 预 解 式 的 寻求 归结 为 置换 群 的 各 阶 子 群 的 结构 分 析 。 

佑 罗 瓦 曾 老 虚 过 一 类 特殊 方程 ， 

x*+px’+gq=0 
这 是 一 个 可 用 根 式 求解 的 方程 ,我们 从 这 一 具体 方程 入 手 , 考察 
可 用 根 式 求解 的 方程 的 特性 , 从 而 阐明 知 罗 瓦 的 恩 想 方 法 要 点 。 

令 尺 ,是 由 p 和 g 的 有 理 表达 式 所 形成 的 域 ， 这 些 表 达 式 的 
系数 在 有 理 数 域 中 。 按 知 罗 瓦 的 说 法 ， 民 ,是 由 添加 字母 p、g 
到 有 理 数 域 中 而 得 到 的 域 。 这 个 域 尺 , 叫 做 给 定 方程 的 系数 域 ， 
而 这 个 方程 就 说 是 辕 于 这 个 域 R。。 解 罗 瓦 并 没有 用 域 这 个 术 
语 ， 但 他 确实 用 了 这 一 概念 。 
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不 难看 出 ， 这 四 次 方程 的 根 是 
/p+vVp do _ /ptvp—d 
x 2 “2 ， 光一 过 了， 


~ /—b—v pi—~4g ER 人 
Xs 一 ， 二 一 
V 2 2 


这 些 根 满足 
xi 二 2 一 0， xX3 十 YY 一 0 

而 这 些 关系 式 的 系数 在 尽 , 中 。 由 于 给 定 的 方程 是 四 次 的 ， 因 而 

存在 根 的 24 个 可 能 的 置换 ， 它 们 构成 一 个 24 阶 的 置 摸 焙 ， 记 为 

S。 其 中 有 且 仅 有 下 面 八 个 置换 


XI Xs Ws YX, XI Ns, Xa Xi, 
-| | 


1 Ra Wr Xa Xi Xs 2 


1 Ts Xs Xs Xi Xa XI YX, 
BE ) ) 


WI Xi Wi XE Xs Ki YX Xs 
XL Xs Ks Yh, XI Xs Xs Ye 
g.-( ， | ) 
Xs XH Ki: Xs Wi Xe WH Xs 
XL Xs, Xs Xs, XI Xs, XKXy XL 
a ) =- ) 
Xs Xi Xo XI Hs Xs Xs Xl 
使 得 上 述 系 数 在 ,中 的 两 个 关系 式 保持 不 变 。 这 八 个 轻 换 攀 
成 一 个 群 $ 的 子 群 ， 记 为 鼠 。 开 , 称 为 给 定 方程 相对 于 域 丸 。 
的 群 。 就 是 说 ， 一 个 方程 相对 于 域 丸 的 群 是 根 的 置换 群 或 
子 群 ， 这 群 中 的 置换 使 给 定 方程 的 根 之 间 带 有 丸 , 中 的 系数 的 


全 部 关系 不 变 。 五 。 中 置换 的 数目 是 我 们 对 根 的 无 知 程度 的 一 
个 尺度 ， 因 为 在 这 八 个 置换 之 下 我们 不 能 把 它 们 区 分 开 来 ， 
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er 一 


所 以 妇 , 的 阶 实际 上 就 表示 出 根 的 不 可 区 分 的 程度 。 为 了解 出 . 
各 个 根 x:， 就 必须 对 它们 进行 区 分 。 

现在 考虑 x1* 一 Xx，*， 它 等 于 Vp 一 49。 添 加 这 个 根 式 到 
忆 , 中 ， 形 成 一 个 域 情 ,， 即 形成 包含 Ro 和 pr 一 4g 的 最 小 的 
域 。 于 是 

xi2 一 Xes2 一 wb 一 49 

是 严 : 中 的 一 个 关系 。 考 虑 到 xx 于 一 < 和 YXs 一 x,*( 因 为 x 1 十 
xz 一 0 和 xs 十 Xi 一 0 ) ， 我 们 可 以 看 出 ， 群 所 ,中 前 四 个 置换 使 
民 ; 中 这 个 关系 保持 不 变 ， 但 后 四 个 不 行 。 这 前 四 个 置换 物 成 
玉 , 的 一 个 最 大 不 变 子 税 ， 记 为 及 ,。 昌 ,就 是 方程 相对 于 让 ,的 
群 。 

现 设 我 们 语 加 量 w( 一 力 一 忆 )A 2 到 尺 : 中 (这 里 ， 吃 一 
天 一 #2) 并 形成 域 Rs， 则 
Ed 

2 


Xas 一 X4 一 2 
是 尽 : 中 的 一 个 关系 。 这 个 关系 仅 在 头 两 个 置换 忆 和 五 :下 保持 
不 变 ， 和 而 在 其 余 六 个 置换 下 不 这 样 。 这 两 个 置换 焰 成 且 :的 一 
个 最 大 不 变 子 群 ， 记 为 五 :， 互 :就 是 方程 相对 于 刀 : 的 群 。 

假设 添加 量 w( 二 ?二 万 )7/3 ”到 丸 ;: 中 ， 又 得 到 域 瑟 ;。 站 RR， 

中 我 们 有 

Xi—X2s=2 = 地 僵 
现在 怡 有 置换 是 使 R; 中 全 部 关系 保持 正确 的 仪 有 团 换 ， 它 . 
构成 单元 素 群 五 。， 五 :是 五 :的 最 大 不 变 子 群 。 它 是 方程 相对 


于 总 。 的 群 。 
向 罗 瓦 证 明了 ， 当 方程 相对 于 某 个 城 的 群 恰巧 只 含 恒 等 置 
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换 已 时 ,这 个 域 就 是 该 方程 的 根 域 ( 包 含 方程 所 有 根 的 最 小 域 )。 
町 此 ， 丸 ,是 给 定 方程 的 根 城 。 就 是 说 ， 用 这 城中 元 素 就 足以 把 
方程 诸 根 明确 表示 出 来 。 

一 个 方程 可 否 用 根 式 求解 ， 与 根 域 的 性 质 密切 相关 。 如 果 
从 系数 域 到 根 域 的 护 域 过 程 中 每 次 添 圳 的 都 是 根 式 ， 则 方程 可 
月 根 式 解 ， 否 划 ， 方 程 不 能 用 根 式 解 。 上 述 三 次 扩 域 所 添加 的 
部 是 根 式 ， 都 取 自 原 方程 的 根 的 表达 式 中 。 对 于 一 般 的 高 次 方 
程 ， 需 要 的 是 在 不 知道 根 的 情况 下 判别 它 可 否 用 根 式 求解 。 为 
了 确定 扩 域 过 程 中 的 添加 项 ， 饥 罗 瓦 也 使 用 预 解 式 概念 ， 给 
构造 预 解 式 的 方法 。 仍 就 原 方程 来 讨论 。 根 据 彻 罗 瓦 的 方法 ， 
为 扩充 城 尺 ,， 希 要 在 中 ,中 构造 一 个 方程 ， 叫 做 原 方程 的 部 分 
预 解 式 。 这 个 预 解 式 就 是 !* 一 (p: 一 49)==0， 它 的 次 数 等 于 子 
群 妃 ,在 母 群 末 中 的 指数 ( 母 群 的 阶 被 子 群 的 阶 除 所 得 的 商 ) 
.8+4 二 2。 这 个 预 解 式 的 根 ， 例 如 ，9 1 二 VD 一 49， 就 是 为 扩 
充 域 了 ,所 要 的 添加 项 。 再 在 域 咏 , 中 构造 方程 的 预 解 式 

t*—2C(—p—vV p49)=0 
它 的 次 数 等 于 子 群 万 ,在 母 群 瑟 , 中 的 指数 4-+2= 二 2。 解 这 个 预 
解 式 ， 取 其 根 
p=V2 Pp- Vp dg) 
2 辣 理 ， 在 尺 :中 作 方程 的 巴 解 式 
—2(—p+v pi—49)=0 : , 
ES : 在 瑟 * 中 的 指数 2-1 一 2。 解 之 得 
gs VI p+ PIT4g) 

就 是 扩充 域 R, 所 需 添加 项 。 根 据 知 罗 瓦 理论 ， 上 述 步 到 对 于 
一 般 的 代数 方程 也 是 可 行 的 。 如 时 扩 域 过 程 中 任 一 预 解 式 都 是 
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二 贰 方程 

x+ 一 4 一 0 《为 质数 ) 
则 预 解 式 可 用 根 式 解 ， 从 系数 域 到 根 域 的 扩 域 过 程 所 添 沂 的 者 
是 根 式 ， 方程 便 是 可 用 根 式 求解 的 。 反 之 ， 如 时 一 个 方程 可 用 
根 式 求解 ， 则 预 解 式 方程 组 必定 存在 ， 并 且 都 是 次 数 为 素数 的 
二 项 方程 。 

上 述 讨 论 涉及 两 个 序列 。 一 个 是 扩 域 序列 

RECRICRCR: 
男 一 个 是 最 大 不 变 子 群 序列 

再 ,站 万; 过 万 :一 万。 
其 中 ， 互 ,是 方程 相对 于 域 及 ,的 群 。 后 一 序列 又 叫 合 成 序列 。 
对 于 一 个 给 定 的 方程 ， 寻 找 相对 于 系数 域 的 群 及 最 大 不 变 子 群 
序列 ， 和 纯粹 是 群 论 的 事 ， 是 可 以 做 到 的 。 有 了 这 个 子 群 序列 ， 
子 群 万 ,+ 在 母 群 五 ,中 的 指数 也 随 之 确定 。 负 罗 瓦 得 到 一 个 重 
要 准则 ( 知 罗 瓦 基 本 定理 ) ， 如 果 这 些 指数 都 是 素数 ， 则 方程 
可 以 用 根 式 求解 ， 车 这 些 指数 不 全 是 素数 ， 则 方程 不 可 用 根 式 
求解 。 这 样 ， 方 程 的 可 解 性 问题 ， 这 一 历史 难题 ， 就 可 完全 用 
群 论 的 方法 去 解决 。 

若 罗 瓦 引 用 了 一 蒜 列 新 和 名称、 新 符号 ， 他 的 理论 太 深 了 ， 
远 远 走 在 同 代 人 的 前 面 ,的 确 “ 使 读者 产生 反感 ”。 他 的 论文 时 
而 被 数学 大 师 “ 遗 失 ”。 时 而 又 被 数学 大 师 认 为 “难以 理解 >， 
直到 他 死 后 多 年 才 得 以 发 表 ， 为 人 们 所 理解 和 接受。 

件 罗 瓦 引用 了 大 量 的 新 和 名称 、 新 符号 是 “因为 题目 的 重要 
性 ”， 是 值得 的 。 他 状 人 类 作出 了 杰出 的 贡献 ， 解 决 了 困扰 数 
学 家 数 百 年 之 久 的 问题 。 更 为 重要 的 是 , 通过 方程 可 解 性 问题 ， 
他 提出 了 全 新 的 数学 概念 ， 末 及 了 全 新 的 研究 领域 ， 对 近 证 代 
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数 的 形成 和 发 展 产生 了 巨大 影响 。 

如 果 没 有 多 大 的 必要 性 而 引用 过 多 的 符号 , 就 是 “丑陋 的 ”。 
正如 J . 模 棣 尔 所 说 ， 丑 陋 的 数学 是 “用 了 那么 大 量 的 变 是 ， 
常数 和 上 、 下 、 左 、 右 慰 ， 使 得 人 们 很 难 掌握 结果 的 含义 ， 他 
显然 只 是 为 其 自身 需要 进行 推广 ， 产 生 的 结果 也 设 什么 新 颖 之 
处 。 另 外 还 有 一 些 工 作 ， 它 们 的 结果 没有 显著 的 重要 性 ， 因 此 
也 不 应 该 在 理解 和 验证 的 方式 上 给 读者 加 重负 担 。” 
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第 五 章 “问题 解决 ”中 的 符号 处 理 技巧 


符号 学 为 人 们 提供 了 一 个 新 的 了 解 、 分 析 研 究 问 题 的 办 维 
方法 。 和 人 类 几乎 处 处 都 要 运用 符号 处 理 技术 。 利 用 计算 机 解决 
问题 ， 要 对 间 题 作 符 号 处 理 ， 利 用 电报 传递 信息 要 对 电文 作答 
号 处 理 ……… 在 数学 研究 中 表现 得 尤为 著 胀 ， 我 们 熟知 ， 韦 达 引 
用 符号 促进 代数 学 成 为 独立 学 科 ， 莱 布 尼 芯 引用 符号 创立 了 微 
积分 ， 另 罗 瓦 引用 符号 创立 了 群 论 …… 现 代 ，“ 符 号 处 理 ” 已 
经 发 展 成 “问题 解 央 ”过 程 中 的 重要 方法 。 


$1 问题 与 “问题 解 央 ” 


许多 自然 科学 家 、 心 理学 家 认为 ， 科 学 研究 与 创造 是 “从 
提出 问题 开始 的 ”。 爱 因 斯 坦 曾 明确 说 过 ， 提 出 一 个 问题 往往 
比 解 决 一 个 问题 更 重要 。 英 国 科学 家 波 普 则 把 科学 发 现 的 之 辑 
表述 为 “P. 一 >T7T 一 >BB~ 一 > , 即 “ 问 题 ,一 > 试探 性 理 
论 一 消除 错误 一 > 问题 :” 这 样 一 个 图 式 ， 认 为 “科学 只 能 
发 端 于 问题 ”。 苏 联 心理 学 家 和 鲁 宾 斯 坦 也 早 就 说 过 ，“ 因 维 
起 源 于 问题 的 情景 ”，“ 是 从 分 析 问 题 情景 开始 的 ”。 


一 、 数 学 问题 与 数学 发 展 


什么 叫 问 题 呢 ? 心理 学 家 认为 ， 所 亩 澡 题 实际 上 就 是 出 现 
了 “没有 加 以 确定 的 环节 或 者 要 求 的 情景 ,这 种 情 早 是 以 其 中 揭 
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示 量 的 某 种 东西 为 前 提 的 ” 。 问 题 与 习题 有 区 别 ， 例 如 ， 解 一 
元 二 次 方程 对 高 中 生 就 不 是 问题 ,而 对 初 一 学 生 就 成 问题 了 。 一 
般 说 来 ， 一 个 “情景 ”可 以 产生 一 个 问题 ， 也 可 以 下 产生 什么 
问题 。 一 个 情 惊 的 要 求 ， 储 苦 毫 无 困难 地 通过 一 些 了 明显 的 行动 
就 达到 了 记 求 的 自 标 ， 那 就 不 产生 问题 。 然 而 ， 倘 若 谁 想 不 出 
这 样 的 行动 来 ， 那 就 产生 了 问题 。 人 们 在 日 常生 活 、 科 学 活动 
中 经 党 会 发 现 问 题 。 

美国 数学 家 哈 尔 莫 斯 曾 指出 : 定理、 证明、 概念 .定义 、 理 
论 、 公 式 \ 方 法 中 的 任何 一 个 痢 不 是 激 学 的 心 胜 ， 只 有 问题 是 数 
学 的 心脏 。 数 学 科学 的 起 源 和 发 展 是 由 局 题 引 起 的 。 古 人 结 强 
计数 是 为 了 静 决 生产 和 生活 用 品 的 多 少 问 题 。 我 们 秦汉 时 期 的 
数学 著作 ，《 周 忽 算 经 》 和 《 九 章 算 术 》 就 是 当时 的 数学 家 
解决 数学 应 用 问题 成 果 的 汇集 。 几 何 学 萌芽 于 古 埃 及 ， 那 是 从 
解决 尼罗河 流域 的 土地 测量 问题 而 产生 ,后 来 经 过 古 希腊 过 滤 、 
发 展 起 来 的 。 诸 如 自古 相传 的 立方 位 积 问题 、 化 图 为 方 问题 、 
三 等 分 角 问 题 ; 数值 方程 的 解 、 了 此 线 论 、 微 积分 、 传 里 时 级 数 
各 位 势 理 论 中 那些 最 初 的 问题 ， 还 有 大 量 的 许 于 力学 、 天 文 和 
物理 学 方面 的 问题 等 等 ， 痢 刺激 、 推 动 了 数学 的 发 展 。 

自 希 尔 伯 特 1900 年 在 巴黎 会 议 上 发 表 讲 演 《数学 问题 》 以 
来 ， 数 学 问题 对 于 数学 发 展 的 重要 意义 已 经 得 到 公认 。 正 如 希 
尔 伯 特 所 说 ，“ 革 类 问题 对 于 一 般 数 学 进展 的 深远 意义 以 及 它 
们 在 研究 者 个 人 的 工作 中 所 起 的 重要 作用 是 不 可 否认 的 。 只 要 
一 门 科学 分 支 能 提出 大 量 的 问题 ， 它 就 充满 着 生命 力 ， 而 问题 
缺乏 则 也 示 着 独立 发 展 的 衰亡 或 中 赴 。” 历 史 事实 表明 ， 通 过 
提出 问题 会 导致 整 门 新 学 科 抑 诞生 。 希 尔 伯 特 举 了 三 个 典型 阐 
子 。 人 第 一 ， 页 努 利 最 速 下 降 线 问 题 是 现代 数学 分 支 一 一 变 分 法 
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的 起 源 。 第 二 ， 费 马 问题 ， 它 着 上 去 “非常 特殊 ， 侯 乎 不 十 分 
重要 ”， 却 对 科学 产生 了 令 人 鼓 玫 的 影响 。 现 代数 论 中 的 核心 
概念 “理想 数 ” 正 是 为 了 解决 费 马 问题 而 提出 的 ， 而 且 其 意义 
已 远 远 超出 数论 的 范围 而 深入 到 代数 和 范 数 论 的 领域 。 第 三 ， 
三 抹 问 题 ， 它 对 现代 天 体力 学 起 了 关键 作用 。 

当然 ， 类 似 的 例子 还 有 不 少 。 例 如 , 分 赌注 问题 与 概 这 论 ， 
蕊 烽 问 题 与 拓扑 等 。 

希 尔 伯 特 悟 得 -~ 条 真理 ， 重 大 的 个 别 问题 是 数学 的 活 的 血 
液 。 为 了 说 明 某 些 问 题 的 重要 性 ， 箱 尔 伯 特 还 在 《数学 问题 》 
讲演 中 提 到 了 维尔 斯 特 拉 斯 ， 

“维尔 斯 特 拉 斯 认为 他 的 极 大 的 位 运 是 在 共和 群 学 事业 之 
初 ， 就 找到 了 像 雅 可 比 着 问题 这 赃 一 个 重要 的 、 可 供 研 究 的 问 
题 。” 

希 尔 怕 特 的 演讲 《数学 问题 少 是 世界 数学 史 的 重 机 里 程 
看 。 

希 尔 伯 特 高 眶 远 鼎 地 用 23 个 数学 问题 ， 预 示 20 世 纪 数 学 发 
展 汐 进程 。 巴 光 会 议 之 后 , 各 国 数 学 杂志 纷纷 转载 他 的 演说 稿 ， 
大 批 数 学 家 投入 解决 “23 个 问题 ”的 激流 中 去 。1900 年 希 尔 伯 
特 的 学 生 ，22 岁 的 麦克 思 ， 戴 思 获 得 第 一 个 重要 结果 。 他 证 明 
了 (正如 希 尔 伯 特 所 猜想 的 那样 ) 一 个 正四 面体 不 可 能 被 剂 分 以 
后 再 拼合 成 一 个 体积 相等 的 立方 体 。 这 给 出 了 希 尔 伯 特 第 3 问 
题 的 部 分 解答 。 次 年 ， 戴 思 完 全 地 证 明了 第 3 问题 一 一 两 个 等 
底 等 尚 四 面体 的 体积 相等 问题 。 其 大 意 是 ， 存 在 两 个 等 离 等 高 
的 四 面体 ， 它 们 不 可 能 分 解 为 有 限 个 小 四 面体 ， 使 这 两 组 四 面 
体 彼此 全 等 。 戴 转 证 明确 实 存 在 着 这 样 的 两 个 外 面体 。 后 来 ， 
他 被 称 为 “荣誉 等 级 ”的 数学 家 行列 中 的 第 一 名 数学 家 。 
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现在 ， 时 光 已 过 去 80 多 年 ，“23 个 问题 ” 约 有 一 半 已 获得 
解决 ， 有 一 些 取得 了 很 大 进展 ， 有 些 则 收效 甚 微 。1975 年 ， 在 
美国 的 贷 利 诺 斯 大 学 召开 了 一 次 国际 数学 会 议 ， 往 请 世界 车 各 
数学 家 参加 ， 专 门 研究 “23 个 问题 ”的 进展 。 会 后 出 版 的 论文 
集 详细 介绍 了 各 个 问题 的 进展 。80 年 代 以 来 ， 人 们 把 解决 希 尔 
伯 特 问题 ， 那 怕 是 其 中 一 部 分 ， 都 看 成 至 高 无 上 的 荣誉 。 沁 统 
计 ， 从 1936 年 到 1974 年 , 菲 尔 区 国际 数学 奖 的 20 名 获奖 人 员 中 ， 
至 少 有 12 人 的 工作 与 希 尔 伯 特 问题 有 关 。1976 年 ， 美 国 数学 
会 组 织 评论 1940 年 以 来 的 美国 十 大 数学 成 就 ， 其 中 有 3 项 是 希 
尔 伯 特 问题 的 解决 。 我 国 数 学 家 陈景润 在 希 尔 伯 特 第 8 问题 
《素数 问题 ) 上 取得 了 世界 领先 地 位 ， 在 第 16 问 题 上 也 作弄 了 
一 些 贡 献 。 

类 数学 家 所 尔 在 希 尔 伯 特 去 所 时 的 悼 河中 曾 说 过 “ 希 尔 
伯 特 就 像 穿 杂 色 衣服 的 风笛 手 ， 他 那 甜 蜜 的 币 声 诱惑 了 如 此 众 
多 的 老 咎 ， 了 女 着 他 姚 进 了 数学 的 深 河 。” 希 尔 伯 特 提 出 “23 个 
问题 ”之 后 ， 果 然 形成 了 许多 新 的 数学 分 支 ， 达 到 了 他 预期 的 
是 的 。 

数学 问题 与 数学 发 展 之 间 的 密切 关系 ， 上 由 此 可 见 一 斑 。 


工 、“ 问 题解 决 ” 


日 本 心理 学 家 大 桥 正夫 曾 讲 过 ， 思 维 是 “解决 问题 的 过 
程 ”。 问 题 的 解决 是 一 种 高 级 形式 的 智力 活动 。 它 是 指 和 人们 在 
社会 实践 和 理论 学 习 中 ,面临 新 情景 、 新 课题 ， 而 又 没有 现成 
对 策 、 管 案 或 解决 方法 时 ， 所 引起 的 寻求 处 理 问 题 的 一 种 紧张 
心理 活动 。 这 种 心理 活动 ， 具 有 某 种 程度 的 创造 性 。 

由 于 问题 的 人 性质 不 同 以 及 主体 思维 方式 相 异 ， 因 此 问题 解 
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决 的 心理 过 程 是 多 种 多 样 的 。 不 可 能 用 一 个 统一 的 模式 来 解释 
如 此 复杂 多 样 的 智力 活动 过 程 ， 许 多 心理 学 家 和 教育 家 从 不 同 
的 角度 对 之 进行 了 描述 ， 企 图 将 问题 解决 的 过 程 清 晰 地 呈 琉 出 
来 。 在 这 方面 ，1945 年 G， 波 里 亚 的 《怎样 解 题 》 被 准 为 一 面 
“问题 解决 ”的 旗帜 。G， 波 里 亚 认为 ， 面 对 问题 ， 解 决 它 ， 
就 “意味 着 发 现 一 条 所 脱 疑 难 ， 绕 过 障 得 的 途径 ， 以 达到 一 个 
不 能 一 吏 而 就 的 目的 ”， 为 此 需要 动员 和 组 织 已 有 的 知识 、 技 
七，“ 它 是 人 类 最 富有 特征 的 智力 活动 ”。《 怎样 解 题 》 的 中 
心 恩 想 就 是 谈 问 题解 决 过程 中 怎样 诱发 灵感 。 其 中 的 “怎样 解 
题 ” 表 实质 上 就 是 试图 用 以 诱发 灵感 的 “智力 活动 ” 表 。“ 表 ” 
中 包含 四 部 分 内 容 ， 弄 清 问 题 ， 拟定 计划 ， 实 现 计 划 ;， 回顾 。 
各。 波 里 亚 写 道 ，“ 了 解 问题 是 为 了 好 念头 的 出 更 作 准 备 ， 制 
订 计划 是 试图 引发 它 ， 在 引发 之 后 ， 我 们 实现 它 ， 回 顾 此 过 程 
和 求解 的 结果 ， 是 试图 更 好 的 利用 它 。” 其 中 的 所 谓 好 念头 就 
是 指数 学 灵感 。 

在 数学 学 科 中 ,能 力 指 的 是 什么 ? G 。 波 里 亚 说 : “这 就 是 
解决 问题 的 才智 一 一 我 们 这 里 所 指 的 问题 、 不 公 奴 是 寻常 的 ， 
它们 还 要 求人 们 具有 某 种 程度 的 独立 见解 、 判 断 力 、 能 动人 性 和 
创造 精神 。” 因 此 ， 他 提出 ，“ 中 学 数学 教学 首要 的 任务 就 是 
加 强 解 题 的 训练 。” 

G . 波 里 亚 发 现 ， 在 日 常 解 题 和 为 攻克 难关 而 作出 的 数学 
中 的 重大 发 现 之 间 ， 并 没有 不 可 逾越 的 鸿沟 。 他 写 道 ， 

“一 个 重大 的 发 现 可 以 解决 一 个 重大 的 问题 ， 但 在 求解 任 
何 问题 的 过 程 中 ， 也 都 含有 点 滴 的 发 现 。” 

“一 个 有 意义 的 题目 的 求解 ， 为 解 此 题 所 花 的 努力 和 由 此 
得 到 的 见解 ， 可 以 打开 通 向 一 门 新 科学 ， 甚 至 通 向 一 个 科学 新 
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纪元 的 门户 。” 

G。 波 里 亚 认为 ， 要 想 作 出 重大 的 数学 发 现 ， 就 必须 重视 
平时 的 解 题 ,* 因为 平时 的 解 题 和 数学 发 现 之 站， 只 有 难 易 程度 
上 的 差别 ， 在 本 质 上 是 完全 一 样 的 。 

G， 波 里 亚 的 “ 解 题 ”不 同 于 通常 人 们 所 指责 的 “ 题 海战 
术 ”。 他 认为 ， 一 个 数学 教师 ， 如 果 “ 把 分 配给 他 的 时 间 塞 满 
了 倒 行 运算 来 训练 他 的 学 生 ， 他 就 扼杀 了 学 生 的 兴趣 ， 妨 得 了 
他们 的 智力 发 展 ……”。 因 此 他 主张 ， 与 其 穷 于 应 付 繁 琐 的 数 
学 内 容 和 过 量 的 题目 ， 还 不 如 选择 一 个 有 意义 的 但 又 不 太 复杂 
的 题目 ， 去 帮助 学 生 深入 发 据 题 目的 各 个 侧面 ， 使 学 生 通 过 这 
道 题目 ， 就 如 同 通过 一 道 大 门 而 进入 一 个 内 新 的 天 地 。 比 如 ， 
“证 明子 是 无 理 数 ” 和 “证 明 素 数 有 无 限 多 个 ”就 是 这 样 的 
好 题目 ,前 者 通 向 实数 的 精确 概念 ,而 后 者 是 通 向 数论 的 门户 。 
打开 数学 发 现 大 门 的 金 钥匙 往往 就 在 这 类 题目 之 中 。 

众所周知 ， 数 学 有 两 个 侧面 ，-- 方 面 ， 已 严格 温 出 来 的 数 
学 是 一 门 系统 的 演 评 科学 ， 另 一 方面 ， 在 创造 过 程 中 的 数学 看 
来 却 像 一 门 实验 性 的 归纳 科学 。G， 波 里 亚 指出 ， 通 过 研究 解 
题 的 方法 ， 我 们 可 以 看 到 数学 的 第 二 个 侧面 ， 也 就 是 看 到 “处 


. 娃 发 现 过 程 中 的 数学 ”。 这 对 于 提高 创造 能 力 是 有 益 的 。 


《怎样 解 题 》 已 经 译 成 16 种 文字 发 行 100 多 万 基 , 成 为 世界 
名 落 。 著 名 的 现代 数学 家 瓦尔 登 在 1952 年 2 月 2 日 瑞士 苏黎世 
天 学 的 会 议 致词 由 就 曾 说 过 “每 个 大 学 生 、 每 个 学 者 ， 特 歼 : 
是 每 个 教师 都 应 该 读 这 本 引入 入 胜 的 书 ”。 对 这 本 书 给 予 极 高 


的 评价 。 今天 ， 人 们 巨 公认 ， 在 “问题 解决 ” 的 研究 方面 ， G: 


。 波 里 亚 是 作出 了 划时代 的 页 献 。 
G， 波 里 亚 把 “ 解 题 ”作为 培养 学 生 的 数学 本 能 ， 教 会 他 
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们 思考 的 一 种 手段 和 途径 。 这 种 思想 得 到 了 国际 教育 界 的 广泛 
先河 ，1976 年 国际 数学 管理 者 委员 会 把 解 题 能 力 列 为 十 项 共 本 
技能 的 首位 。1 980 年 ， 美 国 数 学 教师 全 国 委员 会 的 “行动 岗 
领 ” 建 议 把 “问题 解决 作为 80 年 代 学 校 数 学 的 核心 ”， 这 是 继 
“新 数学 运动 ”和 “ 回 到 基础 ”之 后 的 又 一 新 口号 。“ 问 题解 
决 ”已 成 为 美国 数学 教育 工作 者 的 目标 ， 而 G， 波 里 亚 则 成 为 
“问题 解决 ”的 带头 人 。 目 前 ， 以 “问题 解决 ”为 中 心 的 课程 
改革 ， 正 在 世界 许多 国家 探讨 、 研 究 。 人 们 普遍 认为 ,这 种 “ 问 
题解 决 ” 的 数学 课程 ， 有 利于 锻炼 学 生 解 决 问题 的 能 力 ， 有 利 
于 接 养 现代 社会 所 需要 的 ， 具 有 创造 能 力 的 人 才 。 这 种 数学 课 
程 ， 只 要 再 注意 到 数学 知识 的 系统 学 习 ， 就 能 比较 符合 社会 结 
构 、 数 学 知识 结 棕 和 学 生 心理 结构 发 展 的 要 求 。 


$2 ”几何 图 示 法 


和 刷卡 尔 曾 说 过 ，“ 没 有 任何 东西 比 秘 何 图 形 更 容易 印 入 脑 
际 了 ， 办 此 用 这 种 方式 来 表达 事物 是 非常 有 益 的 。”G， 波 里 
亚 正 是 用 几何 中 的 线 来 表示 思维 过 程 中 推理 的 线索 而 得 到 了 
“ 解 题 过 程 的 几何 图 示 法 ”， 这 种 几何 图 示 法 就 是 一 种 利用 符 
号 处 理 问题 的 方法 。 

所， 波 里 亚 回忆 说 ， 在 他 读 大 学 的 时 候 帮 一 个 男孩 子 复习 
功课 ， 被 一 条 立体 几何 题 “ 卡 住 了 ”。“ 忆 然 对 付 不 了 这 样 一 
道 简单 的 题目 ， 我 只 能 责怪 自己 。 第 二 天 晚上 我 坐 下 来 重新 从 
头 到 尾 仔细 去 解 它 ， 那 次 我 是 做 得 这 样 彻底 ， 以 致 这 辈子 再 也 
不 会 忘记 它 了 。 由 于 试图 直观 地 去 看 清楚 整个 解 题 的 自然 过 程 
下 解 题 中 涉及 的 一 系列 基本 想法 ， 我 终于 得 到 了 一 个 解 古 过 程 
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的 几何 图 示 法 。”G ， 波 里 亚 写 道 ，“ 这 是 我 对 解 题 的 第 -- 个 
发 现 ， 也 是 我 终生 对 解 题 产生 兴趣 的 开端 ”。 

发 现 解 法 。 就 是 在 原先 是 隔 开 的 事物 或 想法 ( 已 有 的 事物 
和 要 求 芍 事物， 已 知 量 和 未 知 量 , 假设 和 结论 ) 之 问 去 找 出 联 
系 。 被 联系 的 事物 原来 离 得 越 远 ， 联 系 的 发 现 者 的 功绩 也 就 越 
大 。 这 种 联系 就 像 一 卒 诉 ， 一 个 伟大 的 发 吾 使 我 们 强烈 地 觉得 
像 是 在 两 个 离 得 很 远 的 想法 的 鸿 海 上 方 架 上 了 桥 。 我 们 常常 看 
到 这 种 联系 是 由 一 条 链 来 贯穿 的 ， 一 个 证 明 像 是 一 串 论据 ， 像 
是 一 条 由 一 系列 结论 组 成 的 链 ， 也 许 是 一 条 长 链 。 对 于 思维 上 
的 联系 人 们 经 常 使 用 的 词 是 线索 ， 将 一 条 细微 的 线索 当成 一 条 
几何 上 的 线 ， 将 被 联系 着 的 事物 当成 几何 上 的 点 ， 这 样 无 可 避 
免 地 ， 一 幅 隐 喻 着 一 系列 数学 结论 的 图 式 便 必然 地 浮现 出 来 
了 。 

G“。 波 里 亚 选 择 了 一 个 非常 简单 的 立体 几何 题 ， 来 前 明 他 
的 方法 ， 并 把 一 系列 引导 到 它 的 证 明 的 想法 重新 整理 出 来 。 他 
“缓慢 地 ， 非 常 艘 慢 地 去 作 ， 逐 个 地 一 个 接 一 个 地 把 线索 揭示 
出 来 ”。 从 中 我 们 可 以 看 出 他 是 怎样 随 着 他 的 思想 的 发 展 而 逐 
步 引 入 符号 的 。 

问题 ， 给 定 正 楼 台 的 高 h， 上 底 与 下 库 分 别 是 边 长 为 与 5 
的 正方 形 ， 求 正 棱 人 台 的 体积 矿 。 


一 、 了 明确 问题 与 且 标 ， 闪 用 符号 表示 


先 集 由 到 目标 七 ， 并 尽 可 能 明确 地 画 出 所 求 的 体积 坟 的 图 
形 ( 见 图 5~1 的 左 侧 )。 所 求 目标 在 思维 中 的 位 置 则 用 一 个 
单 点 7， i A dt 
上 上 面 ( 见 图 5-1 的 右 侧 )。 
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你 要 求 的 是 什么 ? 


图 5~1 集中 到 一 点 : 目标 


我 们 间 自 己 ， 已 知 量 是 什么 ? 这 样 ， 我 们 就 把 注意 力 集中 
到 图 中 那些 长 度 已 定 的 线段 a、b 和 hh 上 ， 见 图 5-2 的 左 便 。 


你 有 些 什么 ? 


图 5-2 末 定 的 问题 ， 沟 上 架 枚 


我 们 在 图 5 -2 右 侧 增加 三 个 新 点 ， 分 别 记 作 a 、h 和 65， 
来 代表 三 个 已 知 量 在 变化 了 的 思维 中 的 位 置 ， 它 们 与 天 之 说 有 
一 道 鸿 沟 ， 这 就 是 图 5-2 右边 的 那 一 片 空白 。 这 片 空 和 月 象征 
着 尚未 解决 的 问题 ， 我 们 的 问题 现在 就 集中 为 将 未 知 量 六 与 已 
知 量 a、h 积 6 联系 起 来 。 我 们 必须 在 它们 之 间 的 那 道 鸿沟 上 架 
起 桥 来 。 
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二 、 续 化 问题 ， 引 进 新 符号 


工作 的 最 初 阶段 已 岂 图 5- 1 和 图 5-2 适当 地 找 绘 出来 
了 下 三 - 步 该 怎么 么 走 呢 ? 

当 我 们 不 能 解 出 新 提出 的 问题 的 时 候 ， 总 可 设法 和 寻找 一 个 
适当 的 有 关联 的 问题 。 了 眼下 ，。 人 情况 比较 简单 、 未 知 置 是 什么 ? 
一 个 棱 台 的 体 职 。 这 个 棱 台 是 我 们 用 -- 个 平行 于 底 的 平面 ， 鹤 
去 整个 棱锥 中 的 一 个 较 小 的 槟 锥 以 后 所 镜 下 的 部 分 。 大 (整个 》 
楼 锥 的 诡 是 一 个 画 积 为 ?的 正方 形 ， 见 图 5-3。 如 果 我 们 蝴 
道 这 两 个 棱锥 的 体积 如 和 4， 我 们 就 能 求 出 校 台 的 体积 ， 

VY=B8-—A 


A > 
从 适当 关联 的 问题 Wi en 


YHAB—A 


图 5-3 


如 时 你 不 能 解 所 出 的 问题 ， 那 就 去 寻找 一 个 …… 

也 许 是 一 个 好 主意 ! 

于 是 我 们 原来 的 问题 一 一 求 Y， 就 转变 成 了 两 个 适当 关联 
着 的 辅助 问题 一 一 求 4 和 召 。 为 了 用 图 式 来 表达 这 一 转 变 ， 我 
们 在 未 知 量 玉 和 马 知 量 o，A，5 中 间 的 那 片 空 向 上 引进 两 个 新 
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前 点 ， 记 为 4 和 8B8。 我 们 用 斜 线 把 4 和 8B 与 六 联结 起 来 ， 以 此 来 
表示 这 三 个 是 之 间 的 基本 关系 ， 从 4 和 B 出 发 ， 我们 就 能 得 到 


矿 ， 即 关于 广 的 问题 的 解法 是 建立 在 关于 4 和 这 两 个 问题 的 
解法 的 基础 上 的 。 

下 面 的 任务 是 要 去 求 两 个 新 的 未 知 量 4 和 B。 在 图 5-3 
中 ， 两 个 未 决 的 点 4 和 B 与 已 知 量 a、h 和 b 之 间 还 隔 着 一 道 湾 
沟 。 不 过 事情 首 来 是 有 希望 的 ， 因 为 棱锥 对 我 们 来 说 是 比 校 台 
更 熟悉 的 图 形 ， 和 而 且 ， 虽 然 现在 蔡 代 未 知 量 广 的 是 两 个 未 知 量 
上 也 和 8， 但 这 两 个 未 知 量 是 完全 类 似 的 , 而 且 分 别 和 已 知 量 a 各 
如 有 类 似 的 关系 。 对 应 地 ， 在 图 5- 3 中， 思维 状态 的 图 式 表示 
是 对 称 的 。 我 们 已 经 开始 在 原来 的 未 知 量 和 已 知 量 之 问 那 片 空 
白 上 架 桥 了 ; 剩 下 的 部 分 就 窜 多 了 。 


三 、 进 一 步 发 展 

我 们 要 求 找 出 未 知 量 4 和 8B8。 未 知 量 4 是 什么 ? 一 个 棱锥 的 
体积 。 如 果 我 们 有 两 个 已 知 量 ; 席 面 积 和 楼 锥 的 高 ， 这 个 楼 锥 
的 体积 就 能 算出 来 。 这 里 高 度 并 没有 给 出 来 ， 不 过 我 们 还 是 可 
以 把 它 考 碟 进 来 ， 设 它 是 x， 则 

-a 
3 

在 图 5 -4 的 左 便 ， 校 合 上 面 的 小 村 锻 显示 得 较为 明白 ， 
我 们 特别 强调 了 它 的 高 x*。 这 一 阶段 的 工作 则 在 图 5-4 的 右 
侧 给 出 了 图 式 表 示 ， 在 已 知 量 的 上 面 出 现 了 一 个 新 的 点 x ， 用 
斜 线 分 别 把 4 和 x。，A4 和 a 联结 起 来 ， 玲 示 由 x 和 a 能 得 出 4， 即 
4 能 用 < 和 oa 表示 出 来 。 昌 然 还 有 不 定 的 点 县 在 室 中 和 已 知 量 的 
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人 由、 休息 榜 才 能 得 到 Ag 

/1 WW 这样 一 类 的 量 ? , 
EN a x 
《一 一 一 sm 人 = 
\ 1 NA 

} Mt bg 

a i” 

图 5- 和 4 


第 一 个 联系 已 作出， 但 仍 有 两 个 未 知 量 (在 图 5-4 中 沿用 在 
半空 的 不 确定 的 点 ) 需要 去 求 ,但 我 们 已 跨 出 了 前 进 的 ~ 步 , 因 


为 我 们 至 少 已 经 成 功 地 把 未 知 量 广 和 一 个 已 知 重 联 系 起 来 了 。 

下 一 个 步骤 是 显然 的 。 未 知 量 4 和 肆 具 有 类 似 的 性 质 ( 它 
们 在 图 5-3 中 是 对 称 地 表示 出 来 的 )。 我 们 已 经 把 体积 4 用 
底 和 高 表示 出 来 了 ， 我 们 也 能 把 体积 了 类 似 地 表示 为 

B= 2 

在 图 5-5 的 左 侧 部 分 ， 含 楼 台 的 大 楼 锥 显示 得 比较 明白 ， 这 
里 特别 强调 了 它 的 高 x 十 &。 在 图 5-5 的 右 侧 部 分 出 现 了 三 条 
新 的 斜 线 > 把 如 分 别 与 5 、5 和 x 表 示 出 来 .于 是 只 有 一 个 点 还 县 
着 一 一 点 x 还 没有 与 已 知 量 联结 起 来 。 沟 变 得 更 加 狭窄 ， 它 现在 
只 横 在 x 和 已 知 量 当 中 了 。 

剩 下 的 未 知 量 是 什么 ? 是 x 一 一 一 条 线段 的 长 。 
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图 5-5 只 兹 下 一 个 问题 悬而未决 了 


几何 中 最 常见 的 事 就 是 从 一 个 三 角形 一 一 如 果 有 可 能 就 从 
一 个 直角 三 角形 ,或 是 从 一 对 相似 三 角形 去 得 出 一 条 线段 的 
长 。 然 而 图 形 里 还 没有 一 个 用 得 上 的 三 角形 ， 而 这 里 应 该 有 一 
个 以 x 为 边 的 三 角形 。 这 样 一 个 三 角形 应 当 在 一 个 通 过 体积 为 
所 的 小 楼 锥 的 高 的 平面 土 ， 这 个 平面 同时 也 应 当 通 过 体积 为 B 
的 大 楼 锥 的 高 ， 面 大 楼 外 与 小 楼 锥 是 相似 的 。 是 的 ， 通 过 这 个 
高 并 且 与 棱 台 席 的 一 条 给 定 边 平行 的 平面 上 有 两 个 相似 三 仙 
形 。 这 就 是 我 们 所 要 的 ! 好 了 ， 完 成 了 ! 

图 5-6 中 显示 了 一 对 相似 三 角形 ， 由 此 ，x 可 以 很 容易 
地 通过 下 列 比例 式 算 出 ， 

人 
多 十 碎 b 
细节 在 这 个 阶段 并 不 重要 ， 重 要 的 乃 是 现在 x 能 够 由 三 个 它 知 
晤 ao、 和 b 表 示 出 来 了 。 图 5-65 右 侧 部 分 出 现 的 三 条 .新 的 余 
线 正 好 表 乐 了 x 可 以 与 9、pm 和 8 联系 起 来 。 
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怎样 才能 得 到 A ~_B 
系 、 -六 


图 5-6 我 们 已 经 成 功 地 在 鸿沟 上 架 起 了 桥 


好 ! 我 们 已 经 成 功 地 在 鸿沟 上 架 起 了 桥 ， 成 功 地 通过 中 亲 


其 ( 辅 巧 未 知 量 ) 4、 好 和 xx， 在 未 知 量 广 和 已 知 量 G、A 和 昌之 
间 建 立 起 一 个 不 中 断 的 联络 网 。 


码 、 彻 底 完成 它 


问题 解决 了 吗 * 我 们 应 当 把 楼 人 台 的 体积 户 用 已 知 量 4?、h 和 
5 表示 出 来 ， 而 这 一 点 还 没有 做 到 。 但 我 们 工作 中 比较 重要 也 是 
比较 吸引 人 的 部 分 已 经 过 去 了 ; 剩 下 的 任务 只 是 些 按 部 就 班 的 
事 ， 不 再 露 要 拐 代 么 弯 了 。 

在 上 述 工作 中 是 有 四 险 的 因素 的 。 在 每 一 个 阶段 我 们 总 是 
希望 下 一 步 会 使 我 们 更 靠近 我 们 的 目标 一 一 在 鸿沟 上 架 起 桥 
来 。 当 然 ， 我 们 希望 是 这 样 ， 但 我 们 并 不 十 分 有 把 握 。 在 每 一 
阶段 我 们 都 必须 把 下 一 步 想 出 来 并 且 彤 险 地 去 试 它 。 但 现在 再 
也 不 需要 什么 发 明和 冒险 了 。 我 们 已 经 预见 到 只 要 沿 着 图 5- 6 
中 那个 不 中 断 的 联络 网 中 的 线索 走 去 ， 就 能 够 万 无 一 失地 从 
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已 知 量 g、k 和 4 到 达 未 知 量 严 。 
我 们 下 面 的 工作 就 从 上 述 工作 的 结尾 处 开始 ， 首 先 来 处 理 
最 后 引进 的 辅 勒 未知 量 x 。 由 第 三 段 中 最 后 一 个 等 式 可 得 


然后 把 x 的 值 代 入 第 三 段 所 得 到 的 两 个 等 式 中 ， 得 
a psh 
A Bp) 
这 商 个 结果 之 间 的 类 似 之 处 使 人 感到 欣慰 ， 它 完全 符合 我 
们 的 直觉 。 最 后 我 们 就 可 得 到 等 式 


和 bo ,hh 
Wd eA b—a 3 
了 = 2 六 
这 就 是 所 要 求 的 表达 式 。 


图 5-7 恰当 地 把 这 一 部 分 工作 用 符号 描述 了 卉 米 ， 其 中 


图 5-7 从 己 知 量 到 未 知 量 的 工作 图 
169 


每 一 条 联 线 都 带 有 箭头 ， 它 指出 我 们 是 朝 哪 个 方向 去 从 事 这 一 - 
联系 的 。 我 们 从 已 知 量 4 、h 和 48 出 发， 由 此 向 前 经 过 中 闻 的 畏 
助 未 知 量 *，A 和 8B 到 还 原来 的 、 主 要 的 未 知 量 玉 ， 通 过 已 知 景 
一 个 一 个 地 把 这 些 量 表示 出 来 。 


83 心智 图 象 


心智 图 象 是 “问题 解决 ”过 程 中 的 深层 次 的 符号 。 
心智 图 象 是 其 有 某 种 程度 抽象 的 .模式 化 了 的 模糊 “形象 ”， 
它 又 称 为 “心理 意象 ”、“ 智 力图 象 ”。 这 种 心智 图 象 不 是 一 
般 意 义 上 的 具体 图 形 ， 而 是 一 种 形式 化 的 抽象 ， 但 是 ， 它 又 与 
词语 的 抽象 不 同 ， 与 代数 的 抽象 不 同 ,还 保留 某 种 图 象 .例如 ， 
把 一 条 奔腾 胞 哮 的 大 江 抽 象 为 一 条 曲线 ( 不 是 抽象 为 “ 江 ” 这 
个 词 ), 把 两 个 有 公共 元 素 的 学 生 集 合 抽象 为 两 个 相交 的 图。 爽 
拉 为 了 向 一 个 瑞典 王子 解释 演绎 的 特性 ， 就 是 用 图 来 代表 一 般 
的 总 念 。 让 我 们 考虑 4 和 召 两 类 事物 ， 如 果 “ 凡 是 4 都 是 8B”， 
则 我 们 就 想象 加 4 位 于 圆 召 之 内 而 如 果 “ 没 有 4 是 8B”, 我 们 
就 想象 圆 4 和 国 B8 完 全 不 相交 ， 如 果 “ 某 些 A 是 8B” 则 想象 成 
末 4 和 圆 互相 交 。 
例 有 41 名 学 生 参 加 数理 化 三 科 竞 赛 ， 其 中 不 及 格 的 人 数 
为 ， 
数学 | 物理 | 化 学 | 数理 | 数 化 |] 理化 数 还 化 
12 | 5 | 8 2 6 8 1 
试问 有 多 少 学 上 生 三 科 都 及 格 ? 
如 图 5- 8 所 示 ， 不 切 先 画 出 两 两 相交 并 有 公共 部 分 的 三 
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个 圆 ， 再 顺 次 由 数理 化 、 数 理 、 数 
化 、 理 化 不 及 格 的 人 数 ， 分 别 填 好 
数据 。 困 总 人 数 为 44 ， 显 然 ， 三 科 
都 及 格 的 和信 激 为 41 一 15= 二 26( 和 人 ) 。 

这 样 ， 异 肪 于 心智 图 莹 ， 就 完 
成 了 本 题 的 求解 。 

构 作 心智 图 象 是 对 于 问题 进行 
符号 处 理 的 有 效 方 法 。 正 如 笛 卡 尔 
所 说 ，“ 在 用 推理 解决 问题 时 , 心 ， 
智 图 象 的 作用 是 首要 的 。”G。 波 


里 亚 的 几何 图 示 法 实际 上 就 是 构 作 心智 图 象 。 


一 、 心 斩 图 象 的 整体 识别 功能 


心智 图 象 共 有 综合 的 特点 ， 利 用 心智 图 象 便于 从 整体 上 进 
行走 觉 的 识别 。 

美国 学 者 西药 曾经 介绍 过 这 样 一 个 实验 ， 在 拱手 面前 将 一 
次 高 水 平 柑 赛 的 某 个 罕 庶 ( 含有 25 个 棋子 ) 展示 10 秘 钟 ， 然 后 
要 求 受 试 者 赁 记忆 复述 这 个 棋谱 ， 如 果 是 国际 象棋 大 师 ， 能 准 
确 无 误 地 全 部 复述 出 来 ， 如果 是 新 手 , 只 能 复述 约 6 个子 ,倘若 
同样 数量 的 棋子 是 在 棋盘 上 随意 乱 放 的 那么， 结果 是 象棋 大 
师 与 新 手 一 样 只 能 复述 出 6 个 子 。 造 成 这 种 情形 的 原因 在 于 象棋 
大 师 对 棋谱 是 一 种 整体 识别 ， 他 建立 了 某 种 心智 图 象 一 一 个 
具有 内 在 联系 的 棋谱 。10 秒 钟 的 注视 使 他 把 储存 在 脑 子 里 的 心 
智 图 象 整 块 地 取 了 出 来 ,而 不 是 一 只 只 棋子 的 记忆 ,一 旦 过 到 杂 
筷 无 章 的 机 对 ， 他 就 搜索 不 到 巴 有 的 心智 图 坦 ， 他 那 长 期 形成 
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的 模式 就 不 起 作用 了 。 只 能 跟 新 手 一 样 死记 。 

这 种 从 整体 上 构筑 心智 图 象 的 能 力 是 现代 电子 计算 机 所 缺 
乏 的 .十 年 前 ， 美 国 最 好 的 电子 计算 机 棋 手 Belle 与 世界 冠军 
相 比 ， 评 分 为 1 ,90:2.70 分 ， 相 差 其 多 。 尤 其 宇 残局 时 Belle 的 
能 为 记 低 ， 因 为 机 器 的 长 处 在 于 他 辑 运算 了 迅 球 ， 急 点 在 王 它 不 
EE 从 全 局 通盘 地 合计 有 形势 ， 而 人 的 优点 则 在 于 认 出 形势 ， 人 能 
典 基 于 心智 图 象 从 蓝 体 上 进行 直 党 的 判别 。 

第 卡尔 高 麻 重 祝 心 智 图 象 在 数学 推理 中 的 整体 把 报 作 用 ， 
他 说 ，“ 在 把 推理 过 程 中 的 结果 一 一 罗列 之 后 ， 就 需要 记 住 它 
们 ， 而 记忆 可 以 帮助 我 们 把 那些 暂时 不 用 的 资料 迪 存 起 来 。 但 
若 这 些 被 考虑 的 资料 既 不 按 心智 图 象 的 方式 经 常 在 脑海 中 出 
现 ， 又 不 将 它们 在 各 个 例子 中 全 部 奉献 出 来 ， 那 么 ， 这 些 资料 
就 有 被 忘掉 的 危险 。” 事实 上 ,为 了 从 整体 上 把 握 研究 的 对 象 与 
方向 ,很 多 数学 家 、 科 学 家 都 有 檀 建 心智 图 象 的 可 惯 。 希 尔 伯 特 
的 多 维 空间 不 是 现实 的 形象 空间 ， 它 是 思维 所 构想 的 心智 图 象 
空间 , 爱 因 斯 坦 相对 论 的 四 维 空 间 世 界 ， 原 子 结构 理论 中 的 “ 玻 
尔 轨道 ”、“ 虹 子 壳 层 ”、“ 电 子 云 ”等 等 都 是 一 种 具有 某 种 
抽象 性 的 心智 图 象 模型 。 这 里 并 非 真有 形象 性 的 “轨道 ">、“ 云 ” 
之 类 的 东西 。 


二 、 关 于 “素数 个 数 无 限 性 ”的 证 明 


关于 素数 ， 在 历史 上 最 初 所 产生 的 一 个 问题 是 ， 囊 数 是 有 
限 多 个 还 是 无 限 多 个 ? 了 葡 几 里 德 首先 证 明了 :， “素数 的 个 数 是 
无 限 的 ”。 这 是 算术 中 的 一 个 基本 而 著名 的 定理 。 

殉 几 里 德 没 有 拘泥 于 素数 的 细节 特征 而 是 从 整体 上 把 扬 了 
这 个 问题 的 研究 内 容 和 和 方向， 如果 素数 的 总 体 是 有 中 个 ， 能 不 
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能 推 到 子 盾 9 设 月 最 大 素数 已 , 则 2 X 3 X 5 X…X 已 二 工 是 束 
数 还 是 合 数 ? …… 这 是 导致 成 功 的 方向 。 

阿达 玛 依次 列 出 了 这 个 经 典 证 明 中 的 各 个 步骤 ， 同 时 抠 述 
了 他 在 “ 读 到 这 个 证 明 的 每 一 步 对 的 心智 图 象 ”(〈 假设 ， 我 们 
要 证 明 存 在 着 比 11 大 的 素数 ) ， 


证 明 步 卫 | 心智 图 杀 


(1) 考虑 记 有 从 2 到 11 的 素 (1) 我 看 到 一 堆 乱 七 八 精 的 数 
数 ， 即 2，3，5，7，1it 


《2) 作 张 积 (2》 已 是 一 个 相当 大 的 数 。 我 眼 
2xX8x5x7xi11=Q 前 上 出现 一 个 点 ， 它 远离 那 堆 乱 七 八 糖 
“| 的 数 
(3) 在 这 个 乘积 上 加 1 (3) 我 见 到 了 第 二 个 点 ， 稍 稍 离 
开 第 一 个 点 
《4) 我 在 那 一 堆 数 和 第 一 个 点 之 
交 吵 到 一 个 位 置 


C4》 此 数 首 不 是 素数 ， 必 定 能 
被 一 个 素数 除 尽 ， 这 个 束 数 就 是 所 
隶 的 数 


阿达 玛 说 ， 这 种 奇怪 而 又 模糊 的 符号 对 于 型 懂 上 面 的 证 明 
是 十 分 重要 的 ， 因 为 ， 借 助 于 它 ，“ 我 就 可 以 一 下 子 看 到 论证 
中 的 所 有 成 分 ， 把 它们 相互 联结 起 来 ， 并 使 之 成 为 一 个 整体 
一 一 一 名 话 ， 达 到 综合 的 下 的 。” 

利用 智力 图 象 便于 从 整体 上 把 握 研 究 的 对 象 与 方向 ， 这 是 
一 种 有 效 的 符号 法 。 阿 达 玛 说 ,在 他 所 从 事 的 全 部 数学 研究 中 ， 
他 都 会 构 作 心智 表象 。 
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84 ”符号 处 理 技巧 举例 


几乎 每 个 数学 分 支 都 有 一 大 ,符号 处 理 技 术 。 对 于 一 些 特殊 
问题 ， 除 了 移 作 心智 图 象 外 ， 往 往 还 需要 一 些 特殊 的 符号 处 理 
技巧 ,在 本 节 中 ,我 们 将 通过 一 些 较 为 典型 的 实例 来 进一步 阐明 
“问题 解决 ”过 程 中 的 符号 处 理 技巧 。 其 中 有 些 例子 ,完全 可 以 
采用 某 些 现 代数 学 的 原理 来 解决 ， 不 过 ， 为 了 揭示 符号 处 理 扶 
巧 ， 为 了 欣赏 “处 于 发 现 过 程 中 的 数学 ”， 我 们 宁可 撤 开 现成 


的 原理 ， 而 引用 符号 解决 问题 。 


一 、 哥 尼斯 量 七 桥 问 题 
这 是 数学 史上 有 名 的 例子 ， 几 乎 每 一 本 数学 方法 论 的 著作 
都 要 谈 到 它 ， 我 们 当然 也 不 能 放 过 它 。 


C 


图 5-9 图 5-10 


布 勒 格 尔 河流 经 哥 尼 斯 催 城 市 区 ,河中 有 两 个 小 岛 ( 如 图 
5 -9 中 4、D ) ， 小 岛 与 河岸 有 七 桥 相 连 。 人 人 们 长 期 思考 一 个 


174 


有 趣 币 问题 : 一 个 游人 能 不 能 不 重复 、 也 不 遗漏 地 一 次 走 记 这 
七 座 桥 而 回 到 原 出 发 地 ? 欧 拉 在 1736 年 解决 了 这 个 问题 ， 并 在 
彼得 保科 学 院 作 了 一 "个 科学 报告 。 

网 拉 看 出 小 岛 、 河 岸 的 大 小 、 形 状 以 及 桥 的 长 度 都 无 关 紧 
要 ， 而 相互 之 问 的 连接 关系 才 是 问题 的 实 项 。 因 此 ,全 就 把 小 马 
4、 站 与 两 岸 3、C 都 用 相应 的 符号 一 “点 ”来 表示 。 而 连接 
画 地 的 桥 也 用 符号 来 表示 ， 表 示 为 连接 两 “点 ”的 弧 线 (如 图 
5 ~10, 这 个 心智 图 象 画 成 什么 样子 是 次 要 的 ， 只 要 不 改变 元 素 
之 间 的 结合 关系 ) 。 为 此 ,通过 一 座 轿 就 可 看 作画 一 条 弧 ， 而 不 
重复 地 通过 七 座 桥 就 是 要 一 笔画 出 七 条 弧 所 绥 成 的 图 形 。 这 样 
问题 就 转化 为 “一 笔画 ”问题 了 。 

欧 拉 考虑 到 “一 笔画 ”的 结构 特征 。 一 笔画 有 一 个 起 点 积 
一 个 终点 ， 除 起 点 和 终点 外 ， 一 笔画 中 可 能 出 现 一 些 曲 线 的 交 
点 ， 在 这 些 交 点 处 通过 的 曲线 一 进 一 出 ， 总 是 偶数 条 ， 可 称 为 

“ 偶 点 ”。 可 见 , 只 有 起 点 和 终点 处 通过 的 曲线 可 能 是 奇数 条 ， 
称 为 “ 奇 点 ”。 任 何 一 个 一 笔画 图 形 或 者 没有 奇 点 ,或 者 有 两 个 
奇 点 而 现在 这 个 图 形 中 由 个 点 都 是 奇 点 ,因此 超出 一 笔画 的 范 
国 ， 不 能 一 笔画 成 ， 这 意味 着 “七 桥 ” 不 可 能 一 次 无 重复 地 走 
完 。 

欧 拉 解决 这 个 问题 的 关键 是 运用 抽象 思维 ， 揭 示 了 七 桥 癌 
题 的 实质 并 对 问题 进行 了 符号 处 理 。 他 的 这 一 项 成 功 研究 对 于 
几何 学 的 发 展 起 了 重要 作用 。 正 如 欧 拉 在 他 的 科学 报告 中 所 
说 

“讨论 长 短 大 小 的 几何 分 支 一 直 被 人 们 热心 地 研究 着 ， 但 

是 ， 还 有 一 个 至 今 几乎 完全 没有 探索 过 的 分 支 ， 莱 布 尼 获 最 先 

提起 过 它 , 叫 做 “位置 几何 学 ,这 个 几何 分 支 只 讨论 与 位 置 有 关 
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的 关系 ， 只 研究 位 置 的 性 质 ， 它 不 去 考虑 长 短 大 小 ， 也 不 牵涉 
到 量 的 计算 。 但 是 至 今 未 有 过 令 人 满意 的 定义 ,用 以 刻 旭 这 门 位 
置 几何 学 的 课题 与 方法 。 近 来 流传 凌 一 个 问题 , 它 虽然 无 疑 是 属 
以 我 毫 不 犹 穆 地 把 它 归 入 位 置 几 何 学， 特别 还 因为 要 解答 它 只 
要 考虑 位 置 , 不 用 计算 ,在 这 里 我 要 讲 一 讲 我 所 发 现 的 解答 这 类 
问题 的 方法 ,可 以 作为 位 置 几 何 学 的 一 个 重子”。 

其 中 所 说 的 问题 就 是 上 述 七 桥 问题 。 事 实 上 ， 欧 拉 的 研究 
最 终 导 致 了 线路 拓扑 学 这 一 分 支 的 创立 。 


二 、 拉 姆 浊 问 题 


1947 年 ， 在 匈牙利 举行 数学 竞赛 的 时 候 ， 出 了 这 么 一 道 
题 ， 

证 明 ， 在 任何 6 个 人 中 ， 总 有 3 个 人 相互 认识 或 者 互 不 认 
识 。 

这 道 题 一 出 现 ， 立 即 引 起 各 国 从 事 数 学 竞赛 的 数学 教育 家 
以 及 组 合 数学 ( 特别 是 图 论 ) 专家 的 注目 。1953 年 ,美国 普 特 元 
数学 竞赛 时 ， 又 出 了 这 道 题 o1955 年 ,加 拿 大 著名 组 合 数学 专家 
格林 伍德 与 格 里 逊 专 门 撰写 论文 ,对 这 道 题 作 了 推广 ,19583 年 ， 
美国 著名 数学 杂志 《 美国 数学 月 刊 》 将 这 道 题 列 为 五 :al， 广 
泛 征 求解 答 。 以 后 ,这 道 题 的 种 种 推广 就 经 常 被 各 种 水 平 的 竞赛 
用 做 试题 。 

为 了 证 胃 这 问题 ， 我 们 先 对 问题 进行 符号 处 理 ， 把 6 个 人 
抽象 为 平面 上 的 六 个 点 ， 记 为 41，A2，As，44，4,，A44。 把 
互相 认识 这 个 关系 形式 化 地 用 两 点 之 闻 的 实 线段 来 表示 ， 而 不 
认识 则 用 虚线 段 表示 。 这 时 ， 以 4 为 出 发 点 ， 庙 其 佘 五 点 共 可 
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连 5 线 ， 依 抽 居 原由， 至 少 有 3 条 线段 同类 ， 不 妨 设 为 实 线段 
( 即 互相 认识 ) ,它们 分 别 为 41A:，A1A4;3，A,4,。 这 时 考察 
入 用; 3 村 1,， 痢 它 的 三 条 边 资 为 厅 线 ， 缩 论 成 立 ， 若 它 的 三 条 
边 中 至 少 有 一 条 为 实 线段 ， 不 妨 疫 为 4,4s， 则 入 A1As,A: 的 
边 为 同类 ， 结 论 仍然 成 立 。 

这 道 数学 竞赛 题 引 起 如 此 广泛 的 重视 ,有 其 深刻 的 原因 。 简 
要 地 讲 ， 这 主要 是 国 为 它 以 组 合 数 学 的 一 个 分 支 一 -图 论 作 为 
背景 的 .而 它 本 身 就 是 组 合 数学 中 一 类 典型 问题 一 拉 姆 齐 问 
题 的 锥 形 。 

什么 是 拉 妇 齐 问题 ? 为 了 说 明 这 问题 ， 我 们 再 看 一 个 例 
子 ， 

17 个 科学 家 申 的 每 一 个 各 其 他 的 人 部 通信 。 在 他 们 的 通信 
申 仅 仅 讨论 三 个 题目 ,证 明 其 中 至 少 有 3 个 科学 家 ,他 们 互相 通 
信 中 讨论 的 是 同一 个 题目 。 

证 明 方 法 与 上 例 樟 仿 。 

把 科学 家 用 点 A,，A1，……; 4 表示 。 把 科学 家 之 间 互 相 
通信 讨论 题 图 的 关系 表示 为 两 点 之 间 的 连 线 段 。 为 了 区 分 不 同 
的 题 苇 ， 还 必须 对 这 些 线段 附加 不 同 的 标志 ， 这 时 因为 有 三 个 
题 四 ， 用 县 线 、 实 线 已 不 足以 区 分 ， 我 们 用 涂 色 的 办 法 以 示 区 
别 ， 如 有 果 讨 论 的 是 第 一 个 题 下 ， 这 线段 涂 上 红色 ; 讨论 的 是 第 
二 个 题 胃 ， 涂 黄色 ; 第 三 个 题目。 涂 蓝 色 。 

自 4, 引 出 的 线 有 16 条 ， 根 据 抽 层 原则 ,其 中 必 有 六 条 或 更 
多 条 是 同一 种 颜色 的 ,不 妨 设 4,4A,， 4:， dos， A,A,, 
44ds5，4o4s 为 红色 。 

考 虚 自 41 引 出 的 天 条 线段 .AA4;,， Alds, .AA,, .AA,, 
必 1 4 4。 如 有 果 这 五 条 中 有 一 条 ,比如 说 44,4, 是 红 的 ,那么 4。4,， 
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A,A,, A14, 痢 是 红 的 ， 也 就 是 A,， 41 4; 三 入 讨论 的 是 辕 

一 个 题 已 。 

如 果 这 五 条 线段 都 不 是 红 的 ,其 中 必 有 三 条 同色 .不 切 假 设 
44ds、44ds、4:.44 是 黄色 。 如 果 4:4s、4s44、444 中 
有 -~-- 条 为 红色 ， 那 么 它 与 4, 引 出 的 两 条 红 线 段 组 成 一 个 红色 
三 角形 ， 如 黑 其 中 有 一 条 为 黄色 ， 那 么 它 与 4: 引 出 的 两 条 黄 
线段 组 成 黄色 三 角形 ， 如 果 三 条 全 为 蓝 色 ， 绪 么 人 4 .44 就 
是 蓝 色 三 角形 ， 总 之 结论 成 立 。 

“ 涂 色 ”已 成 为 符号 处 理 技术 中 的 一 种 典型 方法 。 这 种 讨 
论 一 个 图 中 是 否 存 在 加 色 三 角形 〔〈 或 其 它 同 色 图 形 ) 的 问题 在 
图 论 中 就 称 为 拉 姆 齐 问题 ,这 类 问题 内 容 极其 直 富 。 

下 面 是 一 个 讨论 图 由 是 否 存 在 同色 和 矩形 的 例子 : 

设 z 为 自然 数 ， 不 大 于 44。 证 明 对 每 个 定义 在 "上 上 , 值 在 党 
{ 1，2，…，4#} 中 的 函数 了 ， 存 在 四 个 有 序数 对 【fi 了) ， 
Ci， kk),(1，j7)，(1，k)， 满 足 

fi, =f(i, ky=f(!, =f(1, h) 

其 中 i， 7 i， k 是 这 样 的 自然 数 ， 存在 自然 数 m， 2, 使 
1989m<Si< 1 <1989 十 198977 
1989b<S7<R<1989 十 1989 旋 

( 第 30 记 国际 数学 竞赛 预选 题 ， 古 巴 提供 》 

分 析 ”将 了 泡 数 人 秆 为 1{1 志 1 志 1) 的 点 染 上 第 1 种 颜色 。 问题 即 
将 正方 形 

{ (x, y)| 1989m< x<1989(0m+1), 

1989p<y<1989(p+ 1)} 
中 的 整 点 染 上 上 颜色， 证 明 在 颜色 种 数 委 4 时 ， 必 存在 一 个 边 与 
坐标 轴 平 行 的 矩形 ， 其 四 个 顶点 是 同一 种 颜色 。 
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em ws 


由 于 正方 形 中 有 1989: 个 整 点 ,因而 至 少 有 [ 24392] + 1 


二 4 个 点 涂 上 同一 种 颜色 ,所 以 只 逢 证 明 将 正方 形 中 gq 个 点 染 上 
红色 时 ， 必 有 一 个 顶点 为 红色 的 矩形 ， 它 的 边 平行 于 化 标 轴 。 
设 第 i 列 中 有 G4; 个 点 染 上 红色 。 则 


让 
tg 1389 j++1 (1) 


i=l 


在 第 i 列 ， 有 C。 Le 每 一 对 由 两 个 红 点 组 成 如果 


二 ey :>C 


i~1 i199$9 


那么 必 有 两 列 ， 这 两 列 中 各 有 一 对 和 红 点 在 相亲 的 两 行 上 ， 世 就 
是 四 个 点 构成 一 个 合乎 要 求 的 矩形 。 


由 河西 不 等 式 
Lu9 pa 1 i A 
eg 
¢ 0, ) 
>3(: I -路 = (i - a) 
-Ti L988 


1989 19897 
Ext dad 


39 x1945 


一 1989 ) 


守 
>1% >C 


199 


因此 ， 结 论 成 立 。 
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三 、 一 类 里 器 图 方程 

对 不 定 方程 作 广 泛 而 深入 研究 的 第 一 个 人 是 古 希腊 数学 家 
丢 番 图 。 现 在 ,人 人 们 把 求 整数 解 的 整 系数 不 定 方程 称 之 为 “ 丢 姻 
图 方程 ” . 丢 番 图 没有 给 出 不 定 方程 的 一 般 解 法 ,后世 很 多 数学 
家 在 这 方面 作 了 努力 。 我 们 知道 ;1900 年 德国 大 数学 家 节 尔 伯 特 
提 册 了 23 个 著名 的 数学 难题 ， 其 中 第 10 个 问题 就 是 关于 丢 番 图 
方程 的 ，“ 是 不 是 可 以 设计 一 种 计算 步 束 ， 以 判定 一 个 整 系数 
方程 有 没有 整数 解 ? ”这 个 问题 的 答案 是 否定 的 。 

这 里 只 讨论 一 类 特 丈 的 委 恤 图 方程 .例如 : 
求 方程 x 十 ?十 z 十 xme160 的 非 负 整数 解 的 组 数 。 

我 们 这 个 癸 题 中 的 不 定 方程 是 一 次 的 ， 另 外 ， 需 求 的 是 非 
负 整 数 解 的 组 数 , 尽 管 如 此 ， 人 
当 麻烦 的 。 我 们 设法 对 它 进 行 符 号 处 班 。 

设 x 一 G6，y3 一 训 ，2 一 5， = 3 是 方程 的 _ 组 非 负 昔 数 解 , 才 
虞 到 zc，5，c，4 都 是 非 负 整数 ， 我 们 就 可 写 出 下 画 形 式 的 一 个 


等 式 ， 
工 十 工 十 昼 十 了 十 1 十 工 十 昼 十 1 十 1 十 1 十 … 十 1 
“个 下 人 
1+1+… 十 1 二 100 


a 
可 见 ， 对 于 每 一 组 非 负 整数 解 x==a， »=b， z=C,U=d, 
bo eis 


11…1011…1011…1 
lili:10 es NE ee mat 
& 个 2b 个 2 个 d 个 


与 之 对 应 ， 其 中 a 二 5 十 c 十 d 二 100, 反 之 , 这 种 “一 由 符 号 ”也 
对 应 于 一 组 非 负 整数 解 。 
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这 个 符号 有 什么 特点 ? 仔细 观察 、 分 析 ， 就 可 发 现 ， 这 是 
在 103 个 空位 上 ， 任 选 三 个 室 位 写 上 “0 ” ,而 其 余 空 位 上 均 写 
上 “1 ”。 原 问题 转化 为 “不 尽 相 异 元 素 的 排列 问题 ”。 

因此 ， 非 负 整 数 解 的 组 数 为 
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上 上 述 方 法 可 用 以 解决 一 类 计数 问题 ,例如 : 
高 二 年 级 8 个 班 协 商 组 成 年 级 得 球 队 ， 共 需 10 名 队员 ， 每 
个 班 至 少 要 出 1 名 ， 有 多 少 种 不 同 组 成 方式 1 
本 题 相当 于 求 如 下 的 不 定 方程 
% 1 十 十 …… 寺 Ya 一 10 
的 不 辐 的 正 整 数 解 (x 1，%。，*…，、x 8) 的 组 数 。 
它 久 等 价 于 求 不 定 方程 
Xl 二 Xs 十 十 一 2 
的 不 局 的 非 负 整数 解 (x: 一 1，xs 一 工  … %s 一 1 ) 的 组 
由 上 和 例 所 述 的 方法 可 知 共有 
C;=36 
种 不 同 的 组 成 方式 。 
当然 本 题 也 可 有 其 它 的 解法 ,例如 将 问题 区 分 为 :“ 有 一 班 
出 3 和 人 入， 其 他 班 各 出 1 人 ”，。“ 有 两 个 班 各 出 2 人， 其 他 班 各 
出 1 人 ”等 情况 来 分 头 计算 ,然后 相 加 。 但 相 比 之 下 ， 解 答 过 程 
要 繁琐 得 多 。 可 见 上 述 解 法 确实 上 共 有 其 优越 性 。 
下 面 再 看 一 个 排列 与 组 合 的 综合 题 : 
晚会 上 共有 6 个 演 咀 节目 和 4 个 舞 淫 节目 ， 要 求 每 两 个 舞 
亡 节 展 之 闻 素 少 有 一 个 演唱 节 上 情 ， 共 有 多 少 种 不 同 的 节目 顺序 


1#1 


表 ? | 
这 问题 曾 被 选 为 高 考试 题 .我 们 可 先 从 组 合 入 手 ,再 考虑 排 


列 。 先 进行 符号 处 理 , 将 6 个 演唱 节目 视 为 6 个 一 字 排 开 的 小 圆 
OOOOOO 


泣 ， 要 在 它们 之 中 插入 4 根 “ 小 丹 “ 1 7”( 代 表 择 踊 节 目 )， 
“小 捧 ” 不 能 相 邻 ,但 可 放 在 所 有 圆圈 的 两 头 , 如 此 ， 兴 有 ?7 个 
空位 ， 客 可 有 Ci 种 插 法 ,然后 再 考虑 演唱 节 自 之 间 的 排序 、 舞 
蹈 节目 之 间 的 排序 ， 从 而 由 乘法 原理 知 ， 共 有 
Ci Pi Pi=604800 
种 不 同 的 节目 顺序 表 。 


四 、 利 用 函数 符号 解决 问题 
几 十 年 前 ， 丈 , 克 莱 因 领 导 的 数学 教育 改革 运动 在 德国 “ 
引起 了 一 场 很 大 的 骚动 ”。 这 个 运动 所 采用 的 口号 是 “用 函数 
来 思考 ”。 改 革 者 宣称 一 般 受 教育 者 在 数学 课 上 应 该 学 会 的 重 
要 事情 是 用 变量 和 函数 来 思考 .改革 者 的 口号 有 -一定 的 道理 , 因 
为 还 数 贯穿 于 数学 理论 和 应 用 的 每 一 个 场合 ,在 很 多 问题 中 ,其 
元 素 闻 存在 某 种 对 应 关系 ， 发 现 了 这 种 对 应 关系 ， 就 可 把 原 问 
题 用 数学 语言 表达 出 来 ， 并 借助 于 函数 的 表达 式 或 国 象 符号 帮 
助 解决 。 
例 在 n 名 选手 的 循环 赛 中 ， 每 两 人 比赛 一 次 ( 无 平局 ) 。 
证 明 以 下 情况 恰 有 一 种 发 生 ; 
(1) 可 将 选手 分 为 两 个 非 空 集合 ， 使 得 一 个 集合 由 的 任 一 
名 选 于 战胜 另 一 个 集合 中 的 每 一 名 选手 。 
182 


《2) 所 有 选手 可 以 标 上 号 码 1 至 a， 使 得 第 f 和 名 选 和 于 战胜 第 、 
i 十 1 名 ， 而 第 n 名 战胜 第 1 名 。 

分 析 先 引 用 和 集合 与 函数 的 符号 ;对 问题 进行 符号 处 理 , 原 

对 有 限 集 x 的 每 两 个 不 同 元 素 的 有 序 对 《x，») ,有 一 个 
数 f{x，y»)= 0 或 1 与 之 对 应 ,并 且 对 所 有 Xx,y(x 这 y),f(x。 
儿 ) 夺 f(y，%)。 证 明 以 下 两 种 捕 况 怡 有 一 种 出 现 : 

(1) 六 是 两 个 示 相交 的 非 空 集合 吕 ， 玉 的 并 ， 对 于 任意 
u€EDD,，vEF 均 有 Jf(u, v) 二 1。 

(2) 所 的 元 素 可 标 上 x :，xx*，…，x* 使 得 

(xls xs)= f(X,, 4) 一 … 一 六 Xe -19 Xn) 
=f(xs, *1)=1 

再 用 曲线 符号 来 代替 函数 符号 ， 

在 f(x，y) 一 1 时 ， 画 一 条 从 点 Y 至 y 的 【用 向 ) 颖 * 一 2 
在 jx，y)=0 时 (这 时 太 y，xY) 一 1 ) ， 画 一 条 从 y 至 X 的 弧 
yy 一 x， 产 生 一 个 有 向 图 ( 接 原 题 的 说 法 ，x 一 y 即 选手 x 胜 选 
手 y )，。 

(1),， (2) 显 然 不 可 能 同时 出 现 〈 车 (2) 出 现 ， 则 图 成 为 一 
个 圈 、 那 么 ， 从 po E 太 立即 得 出 所 有 点 均 属 于 攻 ，《1) 不 能 出 
现 ) ， 只 需 证 (1)，(2) 中 至 少 有 一 种 出 现 。 

攻 一 2 时 ， 《1) 显 然 成 立 。 在 之 3 时 ， 设 x : 胜 得 最 多 , 若 x , 胜 
所 有 选手 ， 则 (1 ) 成 立 ( 取 U 二 {x1}) 。 否 则 设 > 胜 x 被 x ， 
战胜 的 选手 中 必 有 z 胜 y ( 因为 x , 胜 得 最 多 ) ， 这 样 图 中 就 有 
图 存在 。 

设 最 长 的 车 为 X 1~>X:->… 和 时，x: 所 %1)。 巷 
8 ，(2) 成 立 。, 我 们 设 人 fH 之 #。 
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令 C= {x xs xm 对 EC，, 或 者 每 一 i 均 有 x; 


》， 或 者 每 一 i， 均 有 y-*x; 。 否 则 将 有 某 个 i， 使 *;->y 而 7 :> 
i+1《 约定 xw+i 一 x1)， 从 而 留 可 以 扩大 为 
XI 出现 巴 盾 。 令 
A= { yEX/Ciy>x;, 一 1T， 2, …， m } 
B= { vyER/Cixs—>y, t=1, 2, mm} 
则 AUB= 廊 /C， 从 而 提 ，B 至 少 有 一 个 非 窑 。 
尘 往 一 对 a E44，6b EB。 若 有 b>a， 则 
站 一 > 和 Xn 
是 更 大 的 罚 ， 了 矛 后。 固 瑟 全 有 a->6， 令 【 若 下 站 空 ) 
U=AUC, VV=2B, 
.或 令 ( 若 4 非 空 ) 
U= 4, VV=BUC, 
到 (1) 成 立 。 


五 、 利 用 向 景 解决 问题 


向 量 概 念 源 出 于 一 些 物理 量 , 有 些 明 可 以 用 一 个 数 信 确定， 
例如 质量 、 温 度 、 密 度 、 面 积 和 体积 等 等 ,这 一 类 和 旱 叫 数量 。 还 
”有 一 些 量 ， 只 知道 它们 的 数值 大 小 是 不 够 的 ,要 完全 表示 它们 ， 

必须 网 时 说 明 它 们 的 方向 ， 例 如 力 、 速 度 、 加 速度 等 等 就 是 属 
于 这 一 类 。1788 年 法 图 数学 家 拉 格 朗 日 的 《分 析 力 学 》 发 表 。 
在 这 本 书 中 ， 他 把 这 些 物 理 量 数学 化 ， 即 用 数学 的 方法 来 表示 
这 些 量 。 例 如 ， 他 用具 有 确定 长 度 和 方向 的 有 向 线段 来 表示 一 
个 力 f， 并 沿 坐 标 轴 把 1 分 解 为 三 个 分 力 f,、f，、f，。 这 些 分 力 
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作为 坐标 轴 上 的 有 尚 线段， 可 以 简单 地 用 数 来 表示 。 这 样 ,在 力 
学 中 关于 力 、 速 度 及 加 速度 的 所 有 方程 ， 可 以 转变 为 联系 它们 
的 分 量 的 、 关 于 x、y、z 的 三 个 方程 。 拉 格 朗 日 没有 用 “向 量 ” 
这 一 名 词 。 

拉 将 朗 日 之 后 ， 随 着 电学 的 发 展 ， 在 数学 和 物 理学 中 更 广 
泛 地 研究 了 这 种 有 向 线段 的 一 般 理论 。 到 了 19 世 纪 ， 德 国 数 学 
家 拉 格 斯 曼 引 入 有 向 线段 的 记号 ， 并 称 之 为 向 量 。 

疝 量 理论 由 于 在 力学 、 物 理 和 技术 中 的 重要 性 ， 而 构成 了 
解析 几何 学 中 的 一 个 重要 部 分 -一 -向 量 代 数 。 这 一 名 称 是 为 了 
区 别 于 用 分 析 方 法 研究 向 量 的 理论 一 一 向量 分 析 ， 后 者 是 由 美 
国 数学 家 吉 布 斯 于 1881 一 一 1884 年 建立 的 。 

下 面 我 们 选择 一 个 初等 问题 ， 利 用 向 量 来 处 理 问题 。 

例 4，B，C, DD 在 半径 为 1 的 球 上 ,已 知 4B，B8C .C4 
.DA:DB. DC 下 ， 证 明 4BCD 是 正四 面体 。 

分 析 ” 设 球 心 为 0， 连 0 A，08B，OC，O0D， 则 需 证 明 
O04A4，0B，OC，0D 四 线段 两 两 夹 角 相 等 ， 然 而 与 灾 角 概念 
紧密 联系 的 就 是 方 疝 问题， 这 就 使 我 们 联想 到 向 量 。 

记 球 心 到 4， 娓 ，C， 万 的 向 量 为 e， (i=1，2，3，4 ) ， 


则 1ei|=1, 且 


En 


(= (eer) 


1 


一 一 
《2 一 2cici)》 
4 
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约 去 2 得 


012 —>— 
= T (1 一 eiei)》 (1) 
3 1<7<1<4 


由 (1 ) 及 算术 一 几何 平均 不 等 式 ， 得 
Sl ZZ (oe) 


6 1ci<j<s 


1 eg 
加 I a 
一 > 一 
即 4-+-2 二 erei<0 
荆 忆 了 二 少 二 二 


3 i= (2) 
了 
又 由 (1 ) 得 
人 
a a 
wT 上 守 者 


本 
一 由 1 一 e;e， 
人 eie;) 


<ri[ 计 C10ei) 


一 
ei 


-> 
= TI 一 ei) (3) 


利用 (2) 式 结果 ，. 上 式 就 等 于 
I(1+ 寺 eie1)=( 千 )* 
于 是 (3) 中 的 忆 取 等 号 ， 并 且 对 所 有 i Xj 


> 1 
1 eie@i 二 1 十 可 
邯 一 > 一 六 1 (4) 


Ci6i 
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《4 ) 表 明 D4，058，OC，O0 刀 两 两 夹 角 相等 ， 所 以 这 四 面体 
-4B8CDD 的 各 楼 均 相等 ， 它 是 正四 面体 。 


六 、 构 造 几 何 图 形 解 题 


构造 法 在 数学 研究 由 有 广泛 的 应 用 。 古 希腊 毕 达 哥 拉 斯 学 
派 的 项 伯 索 斯 ， 通 过 构造 边 长 为 1 的 正方 形 的 对 角 线 ， 找 到 了 
客观 存在 的 无 理 数 。 德 国 著名 数学 家 康 托 ( Cantor ) 通过 构 
造 康 托 集 ， 证 实 了 存在 不 可 数 但 测度 为 零 的 集合 ， 为 数学 的 发 
展 做 出 了 重大 贡献 。 

作为 构造 法 中 的 辅助 对 象 可 以 是 多 种 多 样 的 ， 其 中 ， 引 入 . 
辅助 图 形 是 重要 方法 之 一 。 

我 们 知道 ， 几 何 图 形 也 是 和 符号， 因此， 构造 几何 图 形 实质 
上 也 是 引入 符号 。 

古代 数学 家 早已 懂得 构造 几何 图 形 解 题 。 众 所 周知 ， 对 于 
一 元 二 次 方程 

axX2 十 DX 十 C 一 0 {a0) 
可 以 先 把 常数 项 移 到 方程 的 右边 ， 再 把 左边 配 成 一 个 完全 平方 
式 , 如 果 右 边 是 非 负 常数 ,就 可 以 进一步 双 过 直接 开平 方 来 求 出 
它 的 根 。 这 种 解 二 次 方程 的 方法 叫 数 配方 法 。 

配方 法 源 出 于 古代 的 图 解法 。 无 论 是 我 国 ， 或 是 希腊 、 阿 
拉 伯 、 印 度 等 ,最初 对 二 次 方程 都 常常 用 图 解 的 方法 求 根 。 下 
面 我 们 以 830 年 的 阿拉 伯 数 学 家 阿尔 ， 花 拉 子 模 的 解法 为 例 ,他 
就 是 使 用 这 种 图 解法 的 代表 。 
比如 解 方程 

Xx’*++10x=39 
他 的 解法 如 下 * 
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如 图 5-11， 设 4 后 表示 未 知 量 x 
的 值 。 作 正方 形 485CDD, 延 长 刀 4 到 
有 及， 延长 DC 到 也 ,使 4H=CF= 
5， 这 里 5 是 x 的 系数 10 的 一 半 。 以 
DD 瑞 及 DF 为 边 作 正 方形 ,于 是 1、 
下 、 丰 三 块 面积 各 是 xX"、5% 及 5xX。 
这 三 省 之 和 就 是 方程 的 右边 (39 ) 。 
现在 把 两 边 加 上 面积 玉 即 25。 因 此 
整个 正方 形 面积 39 十 25 即 64， 它 的 
边 DH 必 是 8 。 于 是 48 或 4 上 D 等 于 
8 一 5 即 3 ,这 就 是 x 的 值 。 这 种 图 图 5-11 
解法 实质 上 就 是 现在 天 家 熟悉 的 配方 法 。 
xz 十 10xX 十 25 一 39 十 25 
(x+5)’=64 
X 十 5 一 土 8 

故 X1 一 3，Y%Wa 一 一 13 

显然 ， 图 解法 的 实质 就 是 引入 几何 符号 解决 问题 ， 它 只 能 
取得 正 数 根 。 

可 以 看 出 ， 在 问题 解决 过 程 中 ， 要 正确 地 构造 辅助 图 形 解 
题 ， 除 了 要 邹 悉 有 关 几 何 图 形 的 性 质 外 ， 还 要 有 一 定 的 逻 和 丝瓜 
. 理 与 直觉 酒 察 能 力 。 


例 设 c、5、c、dER+ ,人 一 宁 ， 且 o 为 最 大 ,求证 e+d> 


b+e, 
出 cd 一 8e， 可 联想 到 加 的 割 线 。 考 虑 到 ac 为 最 大 ， 设 法 构造 
一 个 融 ， 将 ce 作为 通过 直 经 的 制 线 ， 在 其 中 寻找 gs 十 g 和 训 十 c， 
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比较 其 长 短 。 这 是 可 以 做 到 的 。 
如 图 5-12， 取 直线 ABC, 使 4C=a,，AB=d。 以 BC 为 走 
径 作 半圆 0， 不 芒 设 b 之 c<， 作 割 线 4D=b， 交 贺 于 EE， 过 O 作 
弦 ED 芍 刁 线 OF， 玉 为 慌 足 。 
AC。» AB=AD. AF 


AFE=c 
Od 
2 2 2 
4 万 = AE+E = e+ = -二 


在 A4OF 中 ，4O>> 4 下 
atd>bt+e 

有 了 时， 构造 辅助 图 形 还 需要 更 复杂 的 构 固 过程。 

例 车 0<9< 志 ,求证 sinbg+ cosbg< vv 了 。 

原 式 可 变形 为 

2 . sing+ 2 osbg<1 


SS 


图 5-12 图 5-13 
由 这 个 不 等 式 的 结构 形式 可 联想 到 托 勤 密 定 理 。 下 面 我 们 
设法 构造 图 肉 接 四 边 形 ,因为 式 中 1 为 最 大 , 故 取 圆 直径 为 1。 
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如 图 5-13 所 示 ， 作 直径 为 1 的 国 , 设 4B 为 直径 , 作 人 C48 
一 9 ( 可 以 是 0 到 亏 的 任意 角 ) ， 全 483D 一 了 ，C、 DD 为 团 上 


的 点 。 则 
<C 一 cosl， 了 CC 一 sinpg 


由 托 勒 密 定理 ， 得 
BCOC* AD+AC，» BD= AB* CD 
即 > 一 -一 Si iag 二 并 cosb 一 CD 入 1 


因此 ， Se 

上 上 述 解 法 在 构思 上 确实 是 十 分 巧妙 的 ， 固定 了 直径 AB， 
有 了 直角 三 角形 ， 正 弦 和 余 弱 值 转化 为 回 内 接 四 边 形 的 边 。 如 
此 ， 非 常 成 功 地 应 用 了 托 勤 赛 定理 。 

迪 水 玉 

“问题 解决 ”中 的 符号 处 理 技巧 ， 举 不 胜 举 ， 不 可 能 从 中 
稳 括 出 一 个 统一 的 模式 ， 但 总 的 讲 来 ， 都 离 不 开 对 问题 进行 模 
式 化 抽象 。 每 个 问题 总 要 涉及 一 些 对 象 及 对 象 之 间 的 关系 ， 只 
有 通过 观察 和 分 析 ， 找 到 它们 的 本 质 属 性 各 特征， 舍弃 其 它 非 
本 质 的 内 容 , 然 后 用 适当 的 符号 来 表示 ,才能 抓 住 问题 的 实质 ， 
获得 合适 的 数学 模型 。 


190 


ne a 


第 六 章 “注目 于 现代 数学 教育 


一 一 重视 符号 教学 


“如 果 一 个 学 生 要 成 为 完全 合格 的 ,多 方面 武装 的 科学 家 ， 
他 在 其 发 展 初期 就 必定 来 到 一 座 大 门 并 且 必 须 通 过 这 座 门 。 在 
这 座 大 门 上 用 每 一 种 人 类 语言 刻 着 疗 样 的 一 名 话 : “这 里 使 用 
数学 语言 。” 这 段 话 极 其 形象 地 描绘 了 掌握 数学 语言 的 重 诸 
性 

斯 托尼 亚 尔 十 分 恒 视 数学 语言 的 教学 。 他 认为 ,数学 教学 也 
就 是 数学 语言 的 教学 ， 他 写 道 ; 

“如 果 我 们 同意， 数学 在 某 方 面 是 描述 其 他 科学 和 实践 活 
动 中 产生 的 实际 情况 的 专门 语言 ， 同 意 解 决 数学 以 外 产生 的 辣 
是 首先 要 把 这 些 问 题 翻 译 成 数学 语言 并 且 把 所 得 结果 再 从 数学 
语言 翻 回 原来 那个 学 科 领 域 的 语言 ， 最 后 ， 如 果 认 为 懂得 数学 
就 意味 闭会 用 它 去 解决 生活 中 、 各 科学 技术 领域 中 以 及 实践 活 
动 中 产生 的 各 种 问题 ， 那 么 ， 十 分 清楚 ， 数 学 教学 也 就 是 数学 
语言 的 教学 。 

搞 好 数学 语言 的 教学 的 关键 是 搞 好 数学 符号 的 教学 ， 科 学 
发 展 的 形势 要 求 数学 教育 必须 重视 数学 符号 的 教学 


$1 符号 学 习 的 心理 分 析 


调查 表明 ， 人 们 在 学 习 数 学 符号 的 过 程 中 或 多 或 少 地 总 存 
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在 一 些 心理 障碍 ,为 了 掌握 数学 符号 ， 必 须 排 除 心 理 障 碍 。 学 学 
数学 符号 的 心理 障碍 ， 有 其 产生 的 客观 背景 ,也 有 其 主观 因素 。 
客观 背景 是 源 于 数学 符号 的 抽象 性 ;主观 因素 是 末 自 思维 定 势 
的 影响 。 

定 势 也 叫 “ 心 向 ”， 是 先 于 某 种 活动 而 指向 革 种 活动 的 动 
力 准备 状态 ,例如 赛跑 时 的 起 忠 姿势， 便 是 一 种 定 势 ,在 学 习 过 
程 中 ， 个 体 应 用 知识 的 准备 状态 ， 也 是 一 种 定 势 ， 这 是 思维 定 
势 .思维 定 势 往往 表现 为 用 圈定 的 思路 和 习 异 去 考 目 问 题 与 解 
决 问 题 , 例如 ， 学 生 对 因 式 分 解 “a"+! 一 3a" 十 2a"“!” 感 到 困 
难 ， 这 是 因为 他 们 习惯 于 把 a*，a? 化 成 a5， 而 不 善于 将 es 作成 
0 。a* 的 缘故 。 

再 如 ， 化 简 “sin(x—y)cosytcos(x—y)siny” 时 ;有 
些 学 生 总 习惯 于 先 将 sin(x 一 >) 与 cos(x 一 y) 分 别 展 开户 再 进 
行 计 算 ， 而 不 善于 将 (x 一 y) 与 y 暂 成 两 个 单 角 进行 许 算 。 

轴 维 的 定 势 ， 有 时 起 积极 作用 ， 有 时 则 起 消极 作用 。 

学 习 数 学 符号 的 心理 障碍 主要 表现 为 下 面 几 种 ， 


所 谓 情绪 ， 就 是 个 体 受 到 外 部 环境 的 刺激 而 产生 的 一 种 心 
理 状 态 或 心理 反映 。 情 绪 的 产生 是 以 客观 事物 和 对 象 是 否 满 足 
个 体 的 器 要 为 中 介 的 。 通 常 那些 满足 个 体 需要 的 对 象 ， 会 引起 
满意 、 高兴 、 喜 悦 等 积极 情绪 ;反之 妨碍 需要 得 到 满足 指 对 
象 ， 就 会 引起 痛苦 、 庆 悉 、 厌 晋 等 消极 情结 。 

在 学 习 过 程 中 ， 学 习 情 绪 ， 直 接 影响 学 习 兴 趣 。 

兴趣 是 学 习 活 动 中 一 个 重要 的 心理 因素 ， 是 人 们 爱好 某 种 
活动 或 力求 认识 某 种 事物 的 筑 向 。 因 此， 兴趣 是 带 有 情结 色彩 
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的 意向 活动 。 巴 青 洛 夫 把 兴趣 视 为 增强 紧张 度 、 引 起 大 脑 皮层 
活动 状态 的 因素 。 符 合 兴趣 的 工作 ， 容 易 到 得 成 果 。 美 国 心理 学 
家 布 鲁 纳 说 ，“ 最 好 的 学 习 动 因 是 学 员 对 学 习 材 料 有 内 在 兴 
趣 。” 孔子 说 :“ 知 之 者 ， 不 如 好 之 者 ， 好 之 者 ， 不 如 乐 知 者 。” 
爱 因 斯 坦 说 ，“ 兴 趣 是 最 好 的 老师 ”。 

人 们 多 次 调查 表明 ， 学 习 兴趣 和 学 习 成 绩 之 间 存 在 着 一 种 
“良性 循环 ”和 “恶性 循环 ”， 


学 习 有 兴趣 


学 习 成 绩 差 
良性 短 环 肢 性 簧 环 ， 


古今 中 外 许多 科学 家 的 成 才 都 是 始 于 兴趣 ， 得 益 于 良好 的 
情结 。 
学 生 对 于 数学 符号 的 情感 ,直接 影响 数学 符号 的 学 习 效 果 。 
数学 家 A . 巴特 斯 布 ( A。Battersby ) 评价 他 们 国家 的 学 生 
说 ， “实际 上 ， 我 们 的 学 校 的 成 绩 在 一 个 方面 常常 是 消极 的 ， 
那 就 是 学 生 们 学 习 后 不 但 对 数学 符号 冷漠 ,而 且 感 到 它们 可 
怕 。” 这 种 现象 也 许 是 带 有 一 般 性 的 。 这 种 情绪 障碍 主要 来 自 两 
个 方面 。 

第 一 ， 因 为 情结 的 产生 是 以 客观 事物 和 对 象 是否 满 足 个 体 
的 需要 为 中 介 的 。 数 学 符号 的 高 度 抽象 性 ， 使 学 习 者 不 能 立即 
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感到 “满足 个 体 的 需要 ”， 相 反 地 ， 人 往往 还 会 因 其 抽象 、 难 懂 
而 产生 诅 开 心情， 对 于 许多 非 数 学 专业 的 人 来 说 ，“ 学 习 数 学 
语言 可 能 要 比 学 习 任何 一 种 外 语 都 困难 得 多 。” 对 于 看 不 仅 数 
学 符号 的 人 来 说 ， 上 古怪 、 离 奇 的 数学 符号 就 象 “ 天 书 ”一 样 令 
人 望 而 生 爱 。 正 如 数学 家 瑟 ， 脱 普 粒 茨 《H，Toeplitz) 所 说 : 
“数学 由 于 其 语言 、 标 记 方 法 和 奇怪 的 符号 ， 像 是 被 一 座高 墙 
与 外 世 隔 绝对 于 墙 外 的 人 ， 他 觉得 墙 里 面 大 部 分 都 是 秘密 ,是 
沉 冶 、 平 凡 的 数字 ,是 那些 按照 不 可 逃避 的 必然 定律 起 作用 的 、 
没有 生气 (的 数学 家 。 那些 “ 墙 外 的 人 ”， 对 于 数学 符号 当 然 
不 会 产生 责 涪 的 积极 情 缁 。 

第 二 ， 一 些 不 适当 的 ， 装 大 了 的 宣传 ， 焉 曲 了 数学 符号 的 
形象 ， 使 学 习 者 产生 一 种 思维 定 势 。 

数学 家 日 。 维尔 (也. Weyl1) 曾 说 过 : “数学 因 它 总 是 
以 抽象 的 方式 来 讨论 问题 而 弄 得 声名 狼藉 。 其 实 这 个 坏 名 声 只 
有 一 尘 是 谈 当 的 。” 数学 符号 是 抽象 的 ， 但 它 充 满 生 机 ,有 其 数 
学 思想 ， 不 是 枯燥 的 。 然 而 “公众 的 与 论 " 有 时 并 不 是 “公正 ” 
的 。 有 些 好 心 的 教师 告诫 初 一 的 学 生 说 ，“ 数 学 抽象 、 杜 燥 ， 
你 们 要 好 好 学 习 ， 否 则 将 会 留级 。” 这 种 讲法 没有 积极 作用 ， 
只 能 使 学 生 讨 厌 数学 。 正 如 波 里 亚 所 说 ，“… 数 学 在 各 个 课程 
中 是 最 不 得 人 心 的 一 门 功 课 ， 其 名 声 不 佳 ，… 。 未 来 的 教师 通 
过 初级 学 校 学 会 讨厌 数学 …。 他 们 返回 初级 学 校 又 教育 新 的 一 
代 讨 厌 数 学。 


二 、 学 习 的 负 迁 移 

迁移 是 一 种 心理 现象 ， 是 一 种 学 习 对 另 一 种 学 习 记 产生 的 
影响 。 
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学 习 能 够 迁移。 早 在 两 干 多 年 前 ,筷子 就 提出 。“ 举 一 隅 ， 
不 以 三 隅 反 ， 则 不 复 也 ”，“ 回 也， 阅 一 以 知 十 ,” 意 思 是 说 
学 习 可 以 “举一反三 ”、“ 和 触 类 旁 通 ”、“ 由 此 及 彼 ” 地 迁移 。 
19 记 纪 末 ，20 世 纪 初 ， 有 人 入 借助 于 实验 对 迁移 进行 了 研究 。 到 
了 本 世纪 60 年 代 ， 美 国 心理 学 家 布 鲁 纳 第 一 次 把 迁移 问题 作为 
教育 问题 的 核心 提 到 日 程 上 上 来。 之后。 受到 各 国 的 心理 学 家 和 和 
教育 家 的 关注 ， 蕊 至 把 它 作 为 一 个 教育 、 教 学 的 原则 ， 提 出 要 
“为 迁移 而 教 ”。 

学 习 之 间 的 影响 有 时 是 积极 的 ， 有 时 是 消极 的 。 凡 一 种 学 
习 对 另 一 种 学 习 起 促进 作用 的 ， 则 做 正 迁 移 。 凡 一 种 学 习 对 另 
一 种 学 习 起 千 扰 或 抑制 作用 的 ， 称 为 负 迁 移 。 

思维 的 定 势 可 以 促进 正 迁 移 的 发 生 ， 也 可能 促进 负 还 移 的 
发 生 . 这 主要 取决 于 定 势 与 所 要 解决 的 问题 是 否 互 相 适 应 。 如 
果 定 势 与 所 要 解决 的 问题 相 适 应 ， 则 产生 正 迁 移 ; 否则 ， 就 产 
生 负 还 移 。 、 

在 数学 学 习 中 ， 产 生 正 迁移 的 现象 是 经 常 必 些 的 。 例 如 ,学 
习 方程 的 知识 有 助 于 学 习 不 等 式 ， 学 习 数 的 运算 癌 则 有 助 于 学 
习 “ 式 ”的 运算 规则 ， 学 会 了 解 一 元 一 次 方程 ， 就 有 助 于 学 习 解 
一 元 二 次 方程 。 ; 

在 数学 学 习 中 也 会 产生 负 迁移 ,例如 ,将 “方程 两 边 同 本 以 
一 个 不 等 于 鹤 的 数 或 式 ， 方程 的 解 不 变 ” 这 一 原理 ， 套 用 到 解 
不 等 式 问题 中 ， 作 为 解 不 等 式 的 穆 理 ， 就 产生 了 负 迁 移 。 

表现 在 数学 符号 的 学 习 方 面 ， 有 了 时 内 于 数学 符号 的 形式 结 
构 与 语义 内 容 赔 节 ， 有 从 而 也 会 产生 负 延 移 的 现象 。 例 如 ,乘法 对 
于 加 法 的 分 配 律 公式 ! 

a(b+c)=ab+ac 
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是 学 生 所 熟知 的 ， 如 果 忽 视 了 sin(a+)，ig(a+6) 的 语义 内 
容 ， 就 会 套用 分 配 律 的 公式 ， 得 出 
sin(a+pB)=sina + sinf 
1g(a+b)=1lga+ lg6 
的 错误 。 
同样 ， 诸 如 
(a+ib)*=a*+6’ 
Vai+b: =a+b 
(UV =UV! 
(人 -EW 
V 有 
等 错误 也 是 源 出 于 学 习 的 负 寺 移 。 
六 来 水 来 
现代 的 数学 教学 必须 采取 有 效 的 方法 排除 上 述 种 种 心理 障 
碍 。 正 如 托 普 镁 斯 (CD。Toseplitz) 所 说 : “我 们 只 要 能 消除 许 
多 人 从 童年 经 历 中 得 到 的 那 种 对 数学 的 反感 ， 就 能 激发 这 些 人 
对 数学 的 兴趣 ,” 


$2 概念 教学 的 组 成 部 分 


恩格斯 曾 说 过 ，“ 在 一 定 意义 上 ， 科 学 的 内 容 就 是 概念 的 
体系 。” 数 学 是 由 概念 与 命题 等 内 容 组 成 的 知识 体系 ,正确 理解 
数学 概念 是 掌握 数学 基础 知识 、 获 得 数学 能 力 的 前 提 ， 学 生 的 
逻辑 思维 能 力 ,空间 想象 能 力 ,运算 作 图 能 力 以 及 “问题 解决 "过 
程 中 的 探索 能 力 等 等 无 一 不 是 以 清晰 、 确 定 的 概念 为 基础 的 。 
从 一 定 恋 义 上 来 说 ， 数 学 水 平 的 高 低 ， 取 闪 于 对 数学 概念 的 掌 
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握 程 度 。 

符号 对 于 构成 数学 概念 起 着 极其 重要 的 作用 。 

有 些 数学 概念 的 构成 是 先 用 自然 语言 表达 ， 随 后 由 予 符号 
霄 示 。 例 如 函数 概念 等 。 

有 些 抽象 层次 较 高 的 数学 概念 的 形成 ， 必 须 借助 于 符号 给 
出 定义 .例如 

绝对 值 的 概念 是 通过 一 系列 数学 符号 表示 的 实例 ，121 一 
2; I-21 二 一 (一 2 ): ij01== 0 概括 出 绝对 值 的 属性 ， 定 


义 为 
a a>0 
lal= 10 t=0 
一 4 a<0 
导数 的 概念 是 对 一 系列 数学 符号 表示 的 实例 ， 如 
瞬时 速度 lim lim tt SH 


a Im m(x+ Ax)— mmx) ， 
局 部 密度 lim $x 2 x 
f(x+Ax)— f(x) 

YX 


切线 斜率 lim 2 =1im 


LT—0 Ar--0 


进行 拍 象 从 而 得 到 其 定义 ， 即 


Ay flx 4 Ax)— f(x) 
f(x)= lim Sy = lim i 


还 有 一 嵌 数学 概念 ， 纯 粹 是 用 符号 或 用 由 符号 组 成 的 表达 
式 来 定义 的 。 例 如 
行列 式 与 矩阵 概念 
宕 函数 ， 指 数 函 数 、 对 数 函 数 、 三 角 函 数 、 反 三 角 函 数 ， 
某 些 用 含 参 星 积 分 定义 的 函数 ， 如 六 基 数 、B 函数 、 多 函 
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数 、 燃 加 函数 

各 种 积分 变换 ， 如 拉 氏 变换 、 傅 氏 变 换 、 勒 让 德 变换 ， 

既然 ， 数 学 符号 与 数学 概念 有 如 此 不 可 分 割 的 关系 ， 数 学 
符号 的 教学 就 理 该 是 概念 教学 的 重要 组 成 部 分 。 然 而 ,这 问题 尚 
未 引起 人 们 的 普遍 重视 。 

爱 因 斯 坦 曾 说 过 “一 个 人 的 智力 发 展 和 他 形成 的 概念 的 
方法 ， 在 很 大 程度 上 是 取决 于 语言 的 。 可 见 语言 和 秦 念 ,语言 
和 智力 的 密切 关系 。 数 学 的 语言 是 出 符号 组 成 的 语言 ,在 概念 教 
学 由， 必须 重视 符号 的 教学 。 

一 、 重 视 语义 分 析 

在 概念 教学 中 ， 必 须 重视 对 符号 的 语义 分 析 。 符 号 只 是 代 
表 概 念 的 物质 外 壳 ， 如 果 学 生 不 了 解 符号 的 涵义 ， 那 就 什么 也 
不 知道 ,而 且 对 于 一 个 符号 ,如 果 学 生 只 是 一 知 半 解 的 使 用 它 ， 
则 也 是 无 法 掌握 和 运用 自如 的 。 正 如 斯 托尼 亚 尔 所 说 ,如 果 学 生 . 
不 理解 数学 语言 表达 式 的 意义 ,就 “不 能 把 非 数学 问题 化 成 数学 
问题 ,他们 的 知识 将 是 形式 主义 的 、 无 益 的 ”在 教学 过 程 中 ， 
要 自始至终 给 表示 概念 的 符号 赋 于 只 体内 容 。 

有 些 数学 表达 式 之 间 ， 在 形式 结构 上 似乎 没有 多 大 差别 ， 
但 其 说 义 内 容 却 完全 不 一 样 。 例 如 : 

GTG: 十 … 十 9， 
与 

G1 十 Gy 十 十 G 十 …… 
似乎 相差 无 几 ， 但 两 者 却 民 表 完 全 不 同 的 数学 概念 。 前 者 代表 
代数 和 ， 是 有 限 运算 ; 后 者 已 经 不 是 代数 和 ， 它 被 定义 为 “部 
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分 和 ”的 极限 ， 属 于 无 限 运 算 。 这 可 算是 “ 差 之 毫 在 ， 失 之 干 

教师 必须 帮助 学 生 透 过 符号 、 表 达 式 的 形式 结构 ， 了 解 其 
本 质 内 容 。 这 是 费 助 学 生 掌握 概念 的 需要 也 是 培养 运算 能 力 的 
需要 ,例如 ; 


0 当 x< 0 
已 知 ， H()= { i 
bh 


丙 鱼 通 数 y 王 五 (x 一 1) 的 图 象 。 
这 是 1984 年 全 国 高 考 理工 科 试 题 。 有 些 考生 竞 束手无策 ,其 
原因 之 一 就 是 对 于 函数 符号 
| y=f(%) 
的 含义 和 实质 理解 不 深 。 
再 如 ， 初 学 对 数 的 人 ， 往 往 对 公式 


logan 


=N (o>0, a¥1, N>0) 
不 甚 理解， 其 实 ， 只 要 真正 理解 对 数 符号 log。 NS 就 能 
直接 滑 察 到 该 公式 的 正确 性 。 

苏联 数学 家 重金 在 谈 到 欧 拉 时 说 ， “区 拉 的 油 守 力 是 那样 
深 窒 ， 不 论 多 么 复课 深奥 的 公式 ， 在 他 强 有 力 的 手持 都 变 得 最 
服 贴 贴 ， 窒 如 柔软 蜂蜡 一 样 ， 在 他 的 威力 面前 都 得 规 规 矩 矩 地 
献 出 一 切 。…… 他 可 以 本 能 地 直 楼 三 觉 到 公式 里 的 走 理 与 卉 假 ， 
他 调 迁 公式 的 技巧 ， 对 公式 进行 数 年 上 的 评估 与 变换 的 功夫 ， 
对 结果 的 本 慎 瞬间 猜 中 的 本 领 一 一 这 些 都 令 人 叹为观止 。 可 以 
毫 不 硅 张 地 说 ， 在 网 拉 眼 里 ， 数 学 公式 本 身 自始至终 都 充满 了 
生命 力 ， 讲 述 着 有 关 自 然 现 象 的 最 深刻 的 东西 。 只 要 他 一 灰 到 
公式 ， 就 能 使 公式 由 4 旺 吧 " 变 成 会 说 话 的 人 ， 并 能 作出 饱含 深 
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遮 含义 的 回答 。” ”当然 ， 像 驳 拉 这 样 的 数学 大 师 ， 毕 亮 是 少数 。 
但 是 ， 现 代 的 数学 教育 在 培养 “通才 ”的 同时 也 应 该 努力 培养 
灯 来 的 符号 大 师 。 

我 们 知道 ， 通 过 操作 数学 符号 ， 便 能 使 某 些 数学 操作 过 程 
达到 符号 化 、 形 式 化 、 自 动 化 ， 思 维 过 程 出 现 约 简 . 越 层 现象 。 
但 是 这 种 操作 毕竟 不 同 于 机 械 操作 ， 这 种 操作 在 自动 工作 的 同 
时 ， 操 作者 应 对 符号 代表 的 概念 属性 了 解 透彻 ， 不 允许 有 丝毫 
的 含糊 和 混淆 。 

斯 托尼 亚 尔 曾 指出 ， 传 统 教 学 中 学 生 知 识 表面 化 的 根源 往 
往 是 ， 数 学 语言 的 学 习 中 形式 和 内 容 的 脱节 ， 其 实质 就 是 数学 
语言 的 符号 和 公式 与 它们 所 表示 的 东西 脱节 。 这 也 就 是 在 教学 
中 对 数学 语言 的 语义 注意 不 够 的 结果 ,如 此 ,学 生 在 从 具体 材料 
抽象 概括 出 抽象 结论 时 ， 容 易 受 具体 对 象 的 非 本 质 特征 的 干扰 
而 不 能 正确 理解 抽象 结论 的 语义 内 容 ， 例 如 

从 v2 不 是 有 理 数 引进 无 理 数 的 概括 ， 学 生 往往 就 把 无 理 
数理 解 为 不 尽 方 根 数 ， 

由 ]2| 二 2, |~-2|=2， 191= 9 等 具体 材料 概括 出 绝 
对 值 的 概念 ， 学 生 往往 认为 | 一 cji=a。 

学 生 如 果 只 知道 符号 形式 而 不 理解 其 酒 义 ， 就 很 容 田 造成 
学 习 的 负 迁 移 ， 符 号 将 阻 障 学 生 的 思维 发 展 和 对 数学 知识 的 党 
担 。 例 如 ， 如 果 不 理解 函数 符号 >= 疙 x) 中 各 字母 的 涵义 时 , 类 
似 于 f(xXi 十 Xs) 二 1(%1) 十 f(x,) 的 错误 就 可 能 发 生 。 

如 果 不 理解 无 穷 级 数 的 和 的 活 义 及 其 性 质 ， 而 把 有 限 运 算 
的 性 质 套用 到 无 限 运 算 之 中 ， 也 会 产生 负 还 移 ,例如 ， 

级 数 
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是 政 敛 的 ， 设 其 和 为 !。 因 而 


2 2 


91=2— i421.2—_ 4+2 
二 
我 们 知道 ， 对 于 任意 有 限 多 项 的 和 而 言 ， 可 以 任意 地 变换 
其 项 的 次 序 而 不 改变 其 和 的 值 。 现 在 ， 如 果 适 当 变 换 庄 项 的 次 
序 ， 以 使 级 数 中 分 母 相 同 者 得 以 合并 ， 于 是 应 有 


一 12 1.2_... 

2 一 了 了 

i 和 Es 
1 3 5 

2 
1 2 es 


如 丝 ， 得 到 21=1。 但 从 原 级 数 的 头 几 项 就 可 看 出 1*0， 于 
是 1 二 2 。 这 显然 是 一 个 匾 雇 的 结论 。 
类 似 性 质 的 错误 还 表现 于 求 极限 运算 之 中 ， 例 如 ， 
ns hide Rs ( 1 .2 +…+ 
各 1 


Li # 捅 


lim 


(++) 
二 0 十 0+ 二 0 二 0 | 
错误 在 于 对 所 求 极限 式 的 话 义 理解 不 深 。 事 实 上 ， 这 里 的 和 式 
点 十 马 士 … 十 本 的 项 数 不 确定 ， 随 h 的 增 大 而 无 限 增多 , 因此， 
不 能 直接 用 数列 极限 的 加 法 法 则 来 计算 。 
“语义 分 析 ” 包 括 分 析 数 学 符号 的 内 在 条 件 ， 数 学 符号 的 
出 现 往往 是 伴随 着 一 定 的 条 件 的 。 例 如 : 
a" 存 在 的 条 件 是 c 半 08 
log ,存在 的 条 件 是 ca>0 且 as 关 1， 六 >>01 
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y 一 arcsinx 存 在 的 条 件 是 |zj<1，1y | < 


等 等 。 
忽视 条 件 ， 就 会 造成 形式 与 内 容 的 脱节 ， 就 会 造成 错误 。 
数学 表达 式 的 活 义 往往 与 其 中 某 些 字母 的 取 值 大 小 密切 相 
关 。 例 如 ， 在 极 坐 标 系 中 圆锥 曲线 的 方程 可 表 为 
ep 


“一 工 一 ecos5 
该 表达 式 的 具体 涵义 ， 随 着 其 中 的 字母 e 一 一 离心 率 的 变 化 而 
变化 ， 
当 0 委 e 和 1I 时 ， 该 式 表 示 酉 贺 ; 
当 e 之 1 时 ， 该 式 表 示 双 曲线 ; 
当 e 一 1 时 ， 该 式 表 示 抛 物 线 。 
因此 ， 对 字母 的 各 种 取 值 情况 进行 分 析 ， 也 是 很 重要 的 。 


二 、 注 童 剖 析 结 构 


关于 数学 符号 ， 除 了 其 抽象 性 之 外 ， 符 号 结构 本 身 也 是 造 
成 学 生 学 习 困 难 的 原因 之 一 ,有 些 数 学 概念 是 用 构造 法 引进 的 ， 
且 构 造 过 程 繁琐 ， 其 相应 的 数学 符号 结构 复杂 、 层 次 多 。 导 数 
与 定 积分 就 是 很 典型 的 例子 ， 两 者 都 是 用 构造 法 引进 的 。 所 谓 


导数 ， 就 是 指 
xn 二 一 f (x0) 


所 谓 定 积分 ， 就 是 指 

im f(s, )Lx; 
这 两 个 结构 式 部 是 特殊 类 型 的 极限 ， 的 确 是 结构 复杂 、 层 次 多 、 
初次 接触 这 些 符号 的 人 ， 往 往 感到 抽象 难 懂 ,。 因 此 ,在 概念 教学 
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中 ， 必 须 注意 剖析 数学 符号 的 结构 。 可 以 从 以 下 几 方 面 进行 前 
析 ， 

第 一 ， 谢 析 结 构 的 实际 来 源 。 数 学 中 的 一 切 符号 结构 式 ,部 
有 其 产生 的 实际 背景 ( 包括 理论 背景 ) 及 历史 背景 ， 教 师 必 须 
追 本 阐 源 ， 齐 析 其 来 源 。 以 定 积分 为 例 ， 它 起 源 于 求 图 形 的 面 
积 和 一 些 其 它 量 的 求 和 问题 。 求 图 形 的 面积 ， 很 早 就 为 数学 家 
们 所 注意 。 古 希腊 的 数学 家 阿 基 米 德 早 就 用 分 刨 的 方法 计算 过 
抛物 弓形 的 面积 、 球 和 球 冠 的 面积 、 螺 线 下 面积 等 。 到 了 16 世 
纪 以 后 ， 面 积 计 算 的 问题 又 从 力学 获得 新 的 动力 和 启发 ， 产 生 
了 新 的 成 果 ， 而 且 在 原子 论 的 启示 下 ， 普 这 把 一 块 任意 形状 的 
面积 近似 地 团 成 很 多 细 窜 的 短 形 面积 的 总 和 。 后 来 ， 人 们 进 一 
步 发 现 。 要 求 不 规则 图 形 的 面积 ， 只 要 求 下 列 形式 的 极限 


lim f(Ax, 


还 有 很 多 问题 ， 如 求 变速 直线 运动 的 路 程 、 变 力 所 作 功 、 
液体 的 压力 等 都 归结 到 同样 类 型 的 和 的 极限 。 因 琵 , 人 们 就 必须 
对 这 种 结构 式 进行 深入 研究 ， 从 而 得 到 定 积分 的 概念 。 可 见 , 定 
积分 概念 中 的 符号 结构 式 不 是 数学 家 头脑 里 凭空 制造 出 来 的 ， 
完全 是 由 于 科学 与 实践 的 需要 ， 从 实际 问题 的 解决 过 程 中 总 结 
出 来 的 ， 是 经 过 人 们 几 百 年 、 几 于 年 的 努力 ， 才 逐步 形成 的 。 

结合 历史 讲 清 实际 来 源 ， 学 生 就 不 致 感到 抽象 、 枯 燥 ， 有 
利于 培养 学 习 情感 。 

”第 二 ， 谢 析 结 构 的 层次 。 数 学 中 的 很 多 符号 结构 是 具有 层 
次 性 的 ,为 了 使 学 生 彻底 掌握 其 结构 ， 教 师 必 须 认 真 剖 析 结 构 
式 中 的 几 个 层次 。 例 如 , 导数 与 定 积分 槛 念 的 构造 过 程 中 都 有 三 
个 层次 。 
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导数 概念 中 的 三 个 层次 ; 

1。 自 由 变量 的 改变 量 Ix， 求 函数 的 改变 量 
Sy=f (Xo Ax)— f(xo) 

2. 求 两 个 改变 量 的 比 ; 


Sy = 4 f(xo) 
Le 


3. 令 人 xX 一 0， Eee 
f(xot Ax)~ f(xo) 
x 


lim 
Ts 分 割 积 人 pe 作 乘 积 f(5;)Ax,s 
2. 作 和 式 局 /(&1) 人 Ix， 
3. 邻 Ax; -> 0， 求 极限 
lim 了 FE)Lxi 
让 六 区， im 


符号 结构 的 层次 ， 芭 了 映 了 数学 概念 的 形成 过 程 ， 因 此 ， 剂 
析 结 构 的 层次 ， 理 该 是 概念 教学 的 重要 内 容 , 另 外 ,教师 还 必须 
结合 实例 讲 清 各 个 层次 的 含义 .例如 ,让 学 上 生 按 定义 中 的 三 个 层 
次 求 一 些 简 单 敬 数 的 导数 和 定 积分 。 这 是 引导 学 生理 解 符号 结 
构 的 重要 环节 ，。 

第 三 ， 对 结构 进行 几何 解释 。 项 尔 伯 特 高 度 重 视 几 何 解 枝 
作用 ， 他 指出 几何 图 形 能 帮助 记忆 ， 能 “ 令 人 想到 曾经 是 形成 
新 流 念 的 缘由 的 那 种 现象 ”。 对 于 很 多 数学 概念 的 符号 结构 式 ， 
可 以 赋 于 几何 意义 ， 利 用 几何 直观 揭示 各 层次 的 意义 及 相互 关 
系 。 例 如 , 导数 与 定 积分 概念 中 各 个 层次 就 有 鲜明 的 几何 意义 。 
在 定 积分 概念 中 ， 

fA(51)Ax ;代表 小 矩形 面积 ， 它 是 钥 窜 的 曲 边 梯形 面 积 的 
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近似 值 
三 7(6,) xi 代表 诸 小 矩形 面积 的 和 ， 它 是 曲 边 梯形 而 
积 的 近似 什 ， 
lim 三 f(&1)LJx， 代表 曲 边 梯形 的 面积 。 


Jai1I~0i=t 

如 果 能 运用 动画 片 来 显示 从 小 矩形 面积 的 和 转化 到 曲 边 梯 
形 面积 的 变化 、 运 动 过 程 ， 那 就 更 加 形象 化 。 这 样 , 对 提高 学 生 
的 思维 能 力 无 疑 是 有 益 的 。 

第 四 ， 从 方法 论 胃 度 分 析 。 我 们 已 多 次 看 到 ,数学 大 师 们 总 
是 在 解雇 问题 的 过 程 中 ， 随 着 思想 方法 的 发 展 不 断 更 新 数学 符 
号 的 。 数 学 符号 的 发 展 与 数学 方法 论 的 发 展 两 者 之 间 有 密切 的 
联系 ， 对 数学 符号 结构 式 的 形成 过 程 ， 作 方法 论 方面 的 剖析 是 
必要 的 。 仍 以 定 积分 为 例 ， 

建立 定 积分 概念 是 以 极限 法 为 基础 的 .所谓 极限 法 , 就 是 用 
航 限 概 念 分 析 问 题 和 解决 问题 的 一 种 数学 方法 。 极 限 法 的 一 般 
步 踊 可 概括 为 ， 欲 考察 一 个 未 知 量 ， 先 设法 选择 、 构 造 一 个 与 
它 有 关 的 变量 ， 确 认 这 变量 通过 无 穷 过 程 的 结果 就 是 所 求 的 未 
知 量 ， 最 后 借助 于 极限 运算 来 得 到 所 求 的 结果 。 我 国 古 代数 学 
家 刘 微 推算 圆 面积 时 就 是 用 了 极限 法 的 思想 ， 他 主要 是 观察 内 
接 正 3 。2 " 边 形 的 面积 的 变化 趋势 。 确 认 这 些 多 边 形 的 面积 的 
变化 结果 就 是 所 求 圆 面 积 。 就 像 坐标 法 是 解析 几何 的 基本 方法 
一 样 ， 极 根 法 是 微 积 分 的 基本 方法 。 借 助 极限 法 ,人 们 可 以 “从 
有 限 认识 无 限 ”,“ 从 近似 认识 准确 ”;“ 从 量变 认识 质变 ”。 

定 积 分 概念 的 构造 过 程 ,体现 了 微 积分 的 基本 思想 。 例 如 ， 
怎样 求 曲 边 梯 形 的 面积 ? 主要 困难 是 有 条 边 是 曲 边 。 如 果 这 条 
“ 曲 边 ” 换 成 直线 就 好 办 了 。 因 此 ， 我 们 先 “化 整 为 零 ”， 把 . 
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曲 边 梯形 的 底 边 分 成 许多 小 段 ， 从 而 曲 边 梯形 也 分 成 许多 小 窄 
条 再 “以 不 变 代 变 ” 或 说 “以 直 代 曲 ”， 在 每 个 小 区 和 间 上 把 
函数 值 近 似 看 作 是 不 变 的 ,相等 的 , 即 把 小 罕 条 近似 看 作 和 矩形 ， 
求 出 小 窄 条 的 近似 面积 ; 再“ 积 零 为 整 ”: 把 各 小 矩形 面积 加 
起 来 ,得 到 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 。 再 “ 取 极限 ”:， 分 割 越 细 ， 
这 些 近 似 值 越 接近 于 曲 边 梯形 的 面积 ， 通 过 无 限 运算 ，“ 取 极 
限 ” 使 “近似 ”转化 为 “准确 ”， 从 而 得 到 册 边 梯形 的 面积 。 
这 里 包含 着 “化 整 为 零 ” 、“ 以 不 变 代 变 ”、“ 积 零 为 整 ” 和 
“ 求 极限 ”等 过 程 ,这 种 解决 问题 的 思想 方法 具有 普遍 的 意义 。 
在 剖析 结构 层次 的 同时 ， 注 意 从 方法 论 角 度 进 行 分 析 。 这 
样 做 ， 对 于 提高 学 生 分 析 问 题 、 解 决 问题 的 能 力 是 有 益 的 。 


三 、 注 意 名 词 的 剖析 

我 们 知道 ， 人 们 对 数学 对 象 ， 通 过 分 析 、 比 较 ， 抽 象 出 一 
类 对 象 的 本 质 属性 而 形成 概念 后 ， 总 要 冉 于 简便 的 符号 ， 并 用 
调 加 以 命名 即 定名 称 。 , 

概念 及 其 名 称 之 问 有 本 质 的 区 别 ， 它 们 分 属 两 个 不 同 的 范 
有 卫 。 概 念 是 人 们 认识 事物 的 结果 ， 是 属于 思想 范 酶 的 东西 ， 它 
反映 名 称 的 思想 内 容 。 而 概念 的 名 称 是 表达 概念 的 语言 形式 ， 
是 既 看 得 到 又 昕 得 到 的 口头 请 或 书写 出 来 的 词语 或 符号 。 

然而 ， 概 念 与 其 名 称 之 间 又 有 不 可 分 割 的 联系 。 概 念 的 名 
称 一 旦 给 以 确定 ， 它 就 成 为 概念 的 代名词 ,可 使 思维 过 程 简 绾 。 
模 助 于 概念 的 名 称 ， 人 们 可 以 在 低级 概念 的 基础 上 引进 高 级 概 
念 ， 借助 概念 的 名 称 ， 可 以 对 研究 对 象 进行 分 类 。 名 称 ， 可 唤 
起 相应 的 符号 、 概 念 。 例 如 ， 当 我 们 看 到 或 昕 到 “平行 四 边 形 ” 


这 个 名 称 ， 我 们 就 会 想到 符号 “ 口 ” 及 其 概念 ， 当 我 们 看 到 或 


206 


上 昕 到 “ 定 积 分 ”这 个 名 称 ， 我 们 就 会 想到 符号 
ffx)ax 


及 其 概念 。 在 人 们 的 思维 过 程 中 ， 概 念 的 名 称 、 符 号 与 概念 如 
此 紧 紧 相连 ， 给 人 以 “三 位 一 体 ” 的 感觉 ， 难 人 怪人 们 常常 把 名 
称 、 符 号 误 认为 概念 本 身 。 

数学 中 有 些 名 词 用 以 称呼 特定 的 符号 形式 ， 有 反映 了 有 关 概 
念 的 特性 ， 教 师 讲 清 它们 的 意义 ， 有 漠 于 学 生 掌 握 一 般 规律 ， 
更 好 地 掌握 符号 ， 理 解 概念 。 例 如 

(1) “一 般 形 式 ” 

在 数学 中 对 于 式 、 方 程 、 函 数 等 概念 ， 多 是 先 总 结 出 一 般 
的 符号 形式 ， 再 进行 讨论 。 如 一 次 函数 的 一 般 形式 、 指 数 函 数 
的 一 般 形式 ,对 数 函 数 的 一 般 形 式 ,一 元 一 次 方程 的 一 般 形式 ， 
一 元 二 次 方程 的 一 般 形 式 ……。 为 什么 要 把 某 些 表 达 式 规定 为 

“一 般 形式 ”? 对 一 般 形式 进行 讨论 ， 得 弄 一 般 的 结论 ， 就 可 
用 来 帮助 解决 各 种 具体 问题 。 就 一 元 二 次 方程 来 说 吧 。 对 其 一 
般 形 式 进 行 讨论 ， 得 到 的 求 根 公式 、 判 别 式 与 韦 达 定理 ， 对 于 
一 元 二 次 方程 来 说 都 是 极其 重要 的 。 

(2) 最 简 形 式 , 

如 最 简 多 项 式 、 最 简 分 式 、 最 简 根 式 等 、 为 什么 要 把 某 些 
符号 形式 规定 为 最 简 形 式 ? 事情 很 简单 ， 人 们 对 于 所 研究 的 
对 象 ， 为 了 窗 出 其 本 质 的 属性 ， 总 要 尽量 在 外 形 上 化 简 。 以 多 
项 式 为 例 ，“ 合 并 同类 项 后 的 多 项 式 叫 最 简 多 项 式 。 没有 
最 简 多 项 式 这 个 概念 ， 关 于 多 项 式 的 很 多 问题 就 难以 研究 。 例 
如 “如 果 丙 个 最 简 多 项 式 便 等 ， 那 么 它们 的 对 应 项 系数 相等 。” 
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OT ra va yo 


这 定理 说 明了 商 个 得 等 多 项 式 在 外 形 上 是 完全 一 荐 的 ， 这 定理 
是 待定 系数 法 的 依据 。 这 里 “最 简 ”的 条 件 是 必 不 可 缺 的 。 没 
有 最 简 的 条 件 ， 本 质 上 完全 相同 ( 即 恒 等 ) 的 多 项 式 ， 在 外 形 
上 可 以 千变万化 ， 那 么 ， 讨 论 问题 时 ， 就 不 方便 。 另 外 ， 不 规 
定 “ 最 简 形 式 ”， 在 计算 问题 时 ， 不 知道 应 该 化 简 到 那 一 步 为 
止 ， 就 没有 统一 标准 。 

(3) 标准 形式 

如 招 物 线 的 标准 方程 、 椭 加 的 标准 方程 ， 双 曲线 的 标准 方 
程 ， 自 然 数 的 标准 分 解 等 。 为 什么 要 把 某 些 符号 形式 规定 为 标 
准 形式 ? 以 补 加 为 例 ， 建 立 不 同 的 坐标 系 ， 就 可 得 到 不 同 的 方 
程 。 为 此 ， 同 一 个 椭 辑 ， 就 会 有 多 种 不 同 的 方程 。 其 中 ， 营 不 
规定 一 个 标准 的 ， 那 么 人 们 就 没有 共同 的 语言 。 因 此 前 人 规定 
在 某 种 坐标 系 中 的 椭圆 方程 称 为 棋 圆 的 标准 方程 。 

(4) “基本 ”性 质 、“ 基 本 ”定理 、“ 基 本 ”公式 

如 分 式 的 基本 性质 、 根 式 的 基本 性 质 、 积 分 学 的 基本 公式 、 
代数 基本 定理 等 。 为 什么 把 这 些 人 性质 、 公 式 等 等 加 上 “基本 ” 
二 字 ? 顾名思义 ， 所谓 “基本 ”， 就 是 说 这 些 人 性 质 、 公 式 是 其 
它 许 多 性 质 、 公 式 的 基础 。 如 分 式 的 基本 性 质 :“ 分 式 的 分 子 、 
分 母 都 冬 以 或 除 以 同一 个 不 等 于 零 的 代数 式 ， 分 式 的 值 不 变 。” 
这 条 人 性质 是 分 式 进行 变形 的 依据 。 分 式 的 约 分 、 通 分 和 分 式 的 
运算 都 离 不 开 这 条 性 质 。 因 此 ， 前 人 把 这 条 性 质 规定 为 “基本 ? 
性 质 是 非常 确 当 的 。 关 于 积分 学 基本 公式 ， 它 所 起 的 基本 作用 ， 
前 面 我 们 巴 经 论 及 。 事 实 上 ， 发 现 这 一 公式 是 积分 发 展 史 的 一 
个 飞跃 。 从 此 ， 积 分 学 才 建 立成 为 一 门 独立 学 科 。 因 此 ， 人 位 
把 这 一 公式 定名 为 积分 学 的 基本 公式 。 

关于 一 些 符 号 名 称 的 变化 ， 也 要 注意 剖析 。 
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对 于 局 一 字母 符号 ， 在 不 同 的 等 式 中 会 出 现 不 同 的 “各 
称 ”， 对 于 这 些 名 称 的 改变 ， 有 些 学 生 会 感到 难以 记忆 。 教 师 
必须 讲 清 名 称 改变 的 “实质 ”， 帮 助 学 生 理解 概念 。 例 如 
指数 根 指数 fg 
op = 
底数 短 。 被 开 方 数 根 底数 ”对 数 


从 以 上 三 式 可 见 ， 同 一 数字 ， 在 不 同等 式 中 ，“ 称 谓 ” 也 
不 同 , 为 什么 要 改变 其 名 称 ?举例 来 说 ，“ 教 师 ” 与 “学 生 ” 
在 运动 会 上 就 分 别 改 称 为 “裁判 员 ” 与 “运动 员 ”， 因 为 他 们 
的 地 位 与 作用 改变 了 ， 职 称 也 相应 地 改变 。 数 学 也 如 此 ， 由 于 
问题 的 性 质变 化 了 ， 字 母 的 地 位 与 作用 也 随 着 改变 。 为 了 使 “名 
称 ” 能 更 好 地 反映 问题 本 质 ， 就 必须 把 名 称 也 作 相应 的 改变 。 

数学 中 有 些 名词 的 来 源 是 很 有 趣 的 。 例 如 。“ 宕 ”这 个 词 
是 怎样 引进 数学 的 ? 

众所周知 ， 求 个 相同 数 的 积 的 运算 ， 思 做 委 方 , 乘 方 的 结 
果 叫 做 罕 。 

者 的 概念 的 形成 是 相当 曲折 和 组 慢 的 。 

我 国 古代 等 字 至 少 有 十 种 不 同 的 写法 。 最 简单 是 “~”。 
泽 作为 名 调用 是 币 来 覆盖 食物 的 由 , 作 动词 用 就 是 用 巾 来 覆盖 。 
《 说 文 解 字 》 解 释 说 ，“ 一 ， 覆 也 ， 有 从 一 下 垂 也 。" 

用 一 块 方形 的 布 盖 东 西 ， 四 角 垂 下来， 就 成 全 ”的 形状 。 
将 这 意义 吉 以 引申 ， 凡 是 方形 的 东西 也 可 以 叫做 塞 。 再 进一步 
推广 ， 和 矩形 面积 或 两 数 的 积 《 特别 是 一 个 数 自 乘 的 结果 ) 也 叫 
做 宕 。 这 种 推广 是 从 刘 微 开始 的 。 

刘 徽 在 263 年 为 《 九 章 算术 》 作 注 ， 在 《 方 田 》 章 求 矩 形 
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面积 法 则 下 面 写 道 ，“ 交 积 谓 田 赛 ”。 他 还 说 ， 长 和 宽 相 乘 的 - 
积 叫 过 。 这 是 在 数学 文献 由 第 一 次 型 现 材 字 。 在 《人 勾 股 ? 章 中 ， 
刘 微 表述 勾 股 定理 为 ，“ 勾 股 短 合 以 成 弦 蠕 。 这 里 震 是 指 边 
自 乘 的 结果 或 正方 形 的 面积 。 

300 多 年 以 后 ， 李 淳 凤 重 注 《< 九 章 算术 ,还 不 同意 刘 微 这 
样 使 用 短 宇 。 到 了 明 朝 ， 有 些 数 学 书 由 完全 不 使 用 短 字 。 

1607 年 ， 利 玛 赛 和 徐光启 合 译 欧 几 里 得 《几何 原本 了》， 在 
译本 中 徐 光 衣 重新 使 用 了 赛 字 。 他 说 ，“ 自 稳 之 数 百 寡 ”。 这 
是 第 一 次 给 寡 这 个 概念 下 定义 。 

另 一 方面 ， 稳 的 概念 的 形成 还 受到 国外 的 影响 。1591 年 法 
状 数 学 家 韦 达 的 代数 名著 分 析 方 法 入 门 》 中 曾经 用 拉丁 文 表 
达 “ 智 ”， 以 后 详 成 英文 后 变 成 意义 相当 的 “Power”，, 1935 
年 ， 我 国 出 版 《数学 名 词 》， 把 “Power” 译 成 “办”， 这 个 
术语 从 此 才 算 确定 下 来 。 

高 学 生得 当 介绍 名 词 的 来 源 ， 能 帮助 学 生 建立 正确 的 数学 
观念 ， 提 高 学 习 兴 趣 。 


83 数学 语言 的 现代 化 


现代 数学 涉及 的 每 个 研究 对 象 实质 上 是 一 个 集合 ， 集 合 论 
已 构成 全 部 数学 的 基础 。 集 合 语言 是 数学 本 上 身 的 语言 ， 所 谓 数 
学 语言 的 现代 化 就 是 广泛 使 用 集合 语言 和 数理 处 辑 语 言 。 不 少 
入 反对 在 中 、 小 学 课本 中 引进 集合 论 和 数理 逻辑 的 初步 概念 及 
符号 。 但 是 ,心理 学、 教育 学 的 研究 表明 尽早 地 引入 逻辑 初步 
知识 是 明智 的 。 
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一 、 远 辑 透 算 有 助 于 数学 运算 

以 罗 案 为 代表 的 逻辑 主义 学 派 认 为 爹 部 数学 可 以 化 归 为 人 逆 
辑 ， 因 而 是 逻辑 的 一 个 公 支 : 迎 辑 是 符号 体系 。 和 罗素 和 怀 德 海 
著 的 三 天 卷 4 数学 产 理 》， 力 图 由 还 辑 规则 和 逻辑 概念 出 发 ， 
演 译 出 全 部 数学 的 基本 概念 和 原理 。 虽 然 他 们 并 没有 完全 实现 
他 们 的 宗 骨 ， 但 是 他 们 的 工作 对 数学 与 丈 辑 的 发 展 作 出 了 重要 
贡献 ,他 们 相当 成 功 地 把 古典 数学 纳入 了 一 个 统一 的 合理 系统 ， 
虽然 这 个 系统 不 是 纯 逻 辑 的 ， 但 这 样 一 项 工作 却 成 为 公理 化 方 
法 在 近代 发 展 中 的 一 个 重要 起 点 。 

逻辑 运算 ( 否定 、 合 取 、 析 取 和 苇 含 ) 可 以 用 到 命题 形式 
上 ， 因 此， 使 用 钞 辑 和 集合 论 的 工具 有 助 于 数学 运算 。 仅 以 方 
程 和 不 等 式 为 例 ， 使 用 逻辑 和 集 含 论 的 工具 有 助 于 理解 将 复杂 
的 方程 和 不 等 式 化 简 的 原理 ,例如 : 

(1) 从 方程 论 的 观点 看 ， 方 程 的 等 价 关 系 可 归结 为 逻辑 的 
等 价 关 系 。 在 解 方程 积 不 等 式 的 过 程 中 正 是 使 用 了 这 一 条 。 比 
如 ， 解 方程 

{x—1)(x—2)= 0 
时 ， 我 们 确立 等 价 竹 
(x—1)(x~—2)=0<=¥> (x~1=0)V(x—2=0) 
并 且 把 析 取 的 真 值 域 定义 作 组 成 它 的 更 篇 单 命题 形式 〈 线性 方 
程 ) 的 真 什 域 的 并 ， 
M((Cx—1)(x~2)=0) 
=M((x—1=0)V(x—2=0)) 


~M[x—1=0) Mx—2=0n 
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={1}U{2}= {1, 2} 
一 般 地 、 解 方程 f(x).f,(x)=0 时 ， 我 们 确立 等 价 狂 
fi(x)* f(x)=0 和 Pf x)=0Vf ,x)=0 
《 在 函数 广 和 7 的 定义 域 的 交 上 ) 并 且 在 此 基础 上 得 
MLC f(x)f ax)=0) 
=—M(fi(#)=0V f(x)=0) 
= MCf x)=0 UM s(x)=0) 
=E1UE: 
其 中 Er=M(fi(x)=0), E:=M{f.(x)=0), 
(2) 解 方 程 | f(x)| 十 1f,《x)|=0 时 ， 我 们 用 等 价 性 
[fi(x)|+ |fs(x)l=0€@>f .x)=0 人 f(x)=0 
也 以 给 定 方程 的 解 集 通过 集合 瑟 , 和 玖 :表示 如 下 
MUf C+lf(x))=0) 


=M(f (x)=0N f(x)=0) 
= Mx)= 0 Mx)=0) 
=E, NE, 

A(x) ， 。 


ff (x) =0 Nie) =0 


由 此 得 zy 0 = 0 ]=MC .x)=0NFt) 0) 
= M(f (x)=0)N MURI=0) 


=M(f .x)=0N M(x)—0) 
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ro rr 


=E,fE, 
(4) 方程 《 或 不 等 式 ) 组 理解 作 这 些 方程 ( 或 不 等 式 ) 的 
合 取 。 绕 如 ， 方 程 组 
{ fx, »)—0 


f(x%, »)=0 
理解 作 合 取 
filxs y=0Nfs(x, y)=0, 
而 因 紫 ,方程 组 的 解 集 是 这 个 合 取 的 真 值 域 ， 或 者 方程 组 解 集 
的 交 : 
村 MIfi(x, 37) 一 0 人 (xyy) 一 0] 
=M(f, 3) 一 ON Mf (x, »)=0) 


二 、3i 入 有 逻辑 初步 知识 的 上 的 


还 辑 在 计算 机 科学 和 技术 中 的 广泛 运用 ， 要 求人 们 会 对 扒 
理 进 行 深入 的 分 析 ， 并 把 推 至 形式 化 ,因为 机 器 不 能 依靠 直 党 * 
现代 ， 许 多 职业 都 必须 和 这 祥 的 视 器 交往 ， 而 能 进行 这 样 交往 
的 人 ， 只 能 是 这 样 的 人 ， 他 们 掌握 用 公式 的 形式 表示 推理 的 技 
能 ， 否 则 的 话 ， 机 器 不 明白 人 的 意思 ， 人 一 一 机 器 系统 就 会 出 
现 故 障 。 

因此 ， 现 代 社会 要 求学 生 有 一 定 的 逻辑 修养 ， 要 求 有 逻辑 
的 分 析 、 硫 桥 和 朱 象 的 能 力 ， 认 识 逻 辑 结构 和 它们 之 间 相 依 关 
系 的 能 力 ， 以 及 分 类 和 形式 化 的 能 力 。 

在 中 学 数学 教学 中 引入 逻辑 初步 知识 ， 不 能 单纯 归结 为 引 
入 逻辑 符号 。 我 们 已 看 到 逐 辑 运算 有 助 于 数学 运算 ， 然 而 ， 引 
入 浸 辑 初 步 知识 的 具 的 ， 焉 仅 是 为 了 简洁 地 表达 数学 问题 ,更 
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从 某 角 度 来 说 ， 教 数学 ， 首 先是 教 推理 。 数 学 在 发 展 学 生 
逻辑 思维 方面 有 特殊 的 作用 ， 因 为 在 学 习 数 学 时 必须 进行 大 量 
的 各 种 人 逻辑 推理 .但 是 ,如 果 不 给 学 生 解 天 所 学 习 的 教材 中 的 这 
辑 ， 学 过 之 后 ， 学 生 仍 然 不 能 理解 这 些 逻辑 。 人 们 进行 推理 ， 
但 并 不 知道 这 些 规 律 ， 这 就 像 小 孩 会 说 中 国 话 ， 但 是 并 不 知道 
祖国 语言 的 语法 规则 一 样 。 显 然 ， 仅 仅 会 说 中 国 话 是 不 够 的 ， 
祖国 语言 应 当成 为 一 门 必修 科目 ， 这 是 大 家 公认 的 。 同 理 ， 数 
学 本 身 解决 不 了 培养 学 生 迎 辑 轧 维 的 问题 。 

例如 ，“5 志 7” 昨 不 是 真 命题 ?不 少 学 生 认 为 这 是 假 命题 。 
事实 上 ， 根 据 析 了 到 的 准确 定义 可 以 证 明 管 案 是 肯定 的 。 因 为 “5 
世 7” 是 析 取 命题 (5 之 7)V (5=7) 的 省 略 写 法 ， 因 为 复合 命题 
之 中 的 一 个 (“5 之 7”) 是 真 的 ,所 以 ,整个 析 取 命题 是 真 的 。 

不 理解 村 取 关 系 ， 经 常 导 致 严重 的 运算 错误 。 比 较 上 典 型 的 
例子 是 ， 求解 诸如 
0 


x—6 
之 类 的 不 等 式 间 题 。 

学 生 都 知道 ， 这 类 不 等 式 可 以 “分 解 ” 为 两 个 不 等 式 组 。 
但 是 ， 由 于 忽视 不 等 式 组 之 间 的 逻辑 关系 ， 由 于 在 “或 者 ”的 
意义 上 误 用 “并 且 ” 这 个 连接 调 ， 学 生 经 常 得 氏 不 正确 的 结 
论 ， 认 为 所 给 的 不 等 式 没 有 和 解 ， 他 们 去 找 两 个 不 等 式 组 的 解 的 ， 
交集 ， 而 不 是 用 它们 的 解 的 并 集 作为 原 不 等 式 的 解 集 。 

如 果 会 以 明显 的 形式 运用 你 辑 运算 ， 就 可 以 用 准确 的 语言 
完整 地 表达 出 解 恋 不等式 时 所 进行 的 推理 ， 并 且 用 比较 简单 的 
( 线性 的 ) 不 等 式 把 原 不 等 式 表示 为 逻辑 函数 的 形式 ，“ 当 且 
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只 


仅 当 变 量 x 的 取 值 能 够 使 分 子 和 分 母 都 为 正 ， 或 者 分 子 和 分 全 
都 为 负 时 ， 分 式 < 二 C 是 正 的 ”。 


E04—2>0 Nx—6 ) >0)V 
((x 一 2)<0)A(Cx 一 6)<0] 
已 得 到 的 式 子 可 以 简写 为 
[(x>2) 人 (x>6))VCCx<2)N(xz<6)) 
<>(x>6)V(x<2) 
如 果 学 生 学 过 你 辑 初 步 知 识 ， 就 能 正确 地 确定 淹 不 等 式 的 
解 集 是 能 使 已 得 到 的 析 取 命题 为 真 的 * 值 的 集合 ; 
MT 3> 0 ]=M(x>8) V(x<2)) 
=M(x>6) UM(x<2) 


另外 ， 当 命题 具有 比较 复杂 的 逻辑 结构 时 ， 学 生 往 往 不 会 
正确 地 作出 命题 的 否定 。 

例如 ， 下 面 给 出 加 法 交换 律 

“对 于 所 有 的 a 和 58，a 十 b=b 十 a” 

“假设 这 个 定律 不 成 立 ， 那 么 对 于 所 有 的 4，5， 有 4 十 5 夺 
b+o。 用 b= 代入， 就 可 得 到 4 十 4a+a, 就 是 矛盾 的 。 因 焉 ， 
我 们 的 假设 是 错误 的 ， 这 就 证 明了 交 摘 律 。” 

对 于 上 述 证 明 ， 很 多 学 生 不 能 找 出 其 中 的 错误 ， 有 些 学 生 
则 说 “错误 源 于 用 5b 二 4 代入 ”。 如 果 学 上 生 学 过 逻辑 初步 知识 ， 
就 能 看 出 ， 由 命题 

(yao)(vb)latb=b+a) (1) 
是 假 的 ， 不 能 推出 命题 
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(va)( vb)ta+b b+a) (2) 
是 真 的 ，(2) 不 是 (1) 的 否定 ,命题 (1) 的 否定 是 ， 
(Ba blotbabi+a) 
很 多 事例 表 朋 ， 单 绝地 数学 学 习 ， 不 能 使 中 学 生 的 好 辑 忆 
维 得 到 必要 的 发 展 ; 必须 引导 中 学 生 掌 担 作 为 人 们 推理 的 基础 
的 逻辑 规律 。 
斯 托尼 亚 尔 措 出 ， 在 数学 教学 中 引入 辑 初步 知识 的 问题 
不 求 在 某 种 特定 阶段 专门 地 孤立 学 习 膛 辑 ， 而 是 在 于 使 必要 的 
逻辑 初步 知识 成 为 数学 教学 本 上 身 不 可 马 少 的 一 部 分 ， 必 须 把 它 
们 分 散 安排 在 整个 数学 课程 中 学 习 ， 成 为 提高 数学 教学 在 发 展 
学 生 的 逻辑 思维 方面 的 效果 和 影响 的 重要 辅助 手段 。 
传统 形式 中 逻辑 学 与 数学 有 本 质 区 别 ， 学 习 逐 辑 实 质 上 与 
学 习 数 学 相 赔 离 ， 是 被 看 作 与 其 它 科目 并 列 的 学 习 科 目 。 在 现 
代 的 数学 教学 中 ， 必 须 结 合 学 习 数 学 来 学 导 逻 和 辑 ! 引进 还 辑 初 
步 知 识 ， 是 数学 的 方法 、 概 念 和 语言 向 “人 逻辑 ”这 个 新 的 对 象 
的 自然 扩展 ， 而 这 种 扩展 又 有 助 于 更 好 地 掌握 数学 方法 、 概 念 
和 语言 本 身 。 我 国 在 中 学 数学 教材 中 逐步 渗透 集合 论语 言 的 做 
法 ， 就 是 要 把 它们 分 散 到 整个 数学 课程 中 ， 与 数学 教学 有 机 地 
结合 起 来 。 


三 、 引 入 逻辑 初步 知识 的 可 行 性 


国际 数学 教育 委员 会 组 织 的 第 一 届 数 学 教育 会 《 1969 年 ) 
很 注意 考察 早期 发 展 罗 辑 思维 的 方法 和 形成 儿童 一 定 逻 辑 技 能 
的 方法 。 美 国 伊 税 诺 大 学 曾 编 了 一 个 用 游戏 加 速 低 年 级 学 生 你 
辑 学 习 的 方案 ， 其 中 作者 们 主要 注意 逻辑 语言 的 句法 方面 。 萤 
在 英国 、 澳 大 利 亚 及 加 拿 大 工作 过 的 数学 家 和 心理 学 家 迪 恩 斯 
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还 编 了 一 种 很 有 意思 的 学 习 用 具 《 逻辑 块 》》， 利 用 它 可 以 有 获 
地 用 一 套 游 戏 和 问题 来 教 5 一 10 岁 儿童 学 习 逻 辑 。 在 其 中 ， 他 
应 用 了 凑 体 东西 的 集合 来 必 为 早期 逻辑 入 门 的 原始 资料 。 因 为 
儿童 的 智力 活动 是 由 具体 集合 上 的 运算 发 展 到 表示 这 些 集合 特 
征 性 质 的 命题 的 演算 。 我 们 小 学 谨 本 里 讲 加 法 和 乘法 了 时， 总 是 
列 出 一 些 实物 来 引出 法 则 ， 其 实质 就 是 构造 具体 集合 。 

借助 集合 的 运算 不 仅 可 以 得 到 数 的 算术 运算 ， 而 县 还 可 以 
得 到 集合 特征 性 质 的 逻辑 运算 。 

例如 ， 集 合 的 “并 ”既是 抽象 出 数 的 加 法 的 基础 ， 也 是 拍 
象 出 命题 的 析 取 的 基础 ， 

IMAM B)=m(C) 
4UB=C 
A(X)YVB(X)=C( 这 ) 

4) 一 集合 4 的 元 素 个 数 ， 4(X) 一 XEA。 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 在 1969 年 就 指出 : “没有 任何 根据 害怕 记 数 
理 远 辑 的 符号 表示 和 公式 广泛 地 引进 中 学 ……”， 在 以 他 为 首 
编写 的 几何 教科 书 中 ,广泛 使 用 了 集合 论 的 思想 和 语言 ， 它 不 
仅 有 助 于 合理 地 建立 几何 理论 ， 而 且 有 助 于 克服 它 和 中 学 数学 
的 其 它 课程 的 割裂 。 苏 联 在 学 校 数学 语言 现代 化 方面 进行 了 积 
极 的 探索 ， 凑 见 成 效 。 帮 斯 托尼 亚 尔 的 《数学 教育 学 》 中 ， 可 
以 署 到 他 们 在 中 、 小 学 引入 逻辑 符号 的 一 种 方案 。 

接 这 个 方案 ， 规 定 在 中 、 小 学 中 逐步 引用 和 使 用 下 列 逻 辑 
符号 ， 

(1) 一 ~ 三 年 级 : 

E 一 一 属于 
吕 一 一 并 ; 


站 一 一 区; 


( 按 苏 联 教学 大 纲 ， 符 号 “E€” 在 四 年 级 引进 ,而 符号 
“U” 和 “ 门 ”在 五 年 级 引进 。 但 构思 该 方 案 的 作者 认为 ， 在 
不 远 的 将 来 ， 将 在 一 一 三 年 级 学 习 最 简单 的 集合 论 的 概念 和 相 


应 的 语言 ) 。 
了 一 一 真 命题 ( 真 ) 
了 一 一 假 命题 ( 假 )。 
(2) 四 一 六 年 级 : 
他 空 集 
忆 一 一 包含 
入 一 一 集合 4 的 补 ， 


才 Xx BB 一 一 集合 4 乘 以 集合 83 的 直 积 ， 
41 一 AX.4 一 4 中 元 素 的 一 切 可 能 序 偶 的 集合 。 


(3) 七 一 八 年 级 : 


MLp(x)] 或 {x1p(x)} 一 一 具有 性 质 b 的 一 切 * 的 集 


久 一 一 命题 下 的 否定 ) 

人 一 一 合 取 # 

VY 一 一 析 取 ; 

全 一 一 推出 

所 二 一 一 等 价 ; 

43 了 一 一 集合 4 到 集合 吕 的 映射 和 
vY 一 一 全 称 量 词 } 

习 一 一 存在 量词 。 


从 这 个 方案 中 ， 可 以 看 出 他 们 学 校 数学 语言 现代 化 的 天 致 
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进程 。 
关于 在 学 校 数学 教学 中 使 用 现代 语言 问题 ， 自 前 争论 仍 很 
激烈 ， 各 国正 在 进一步 的 实验 、 研 究 。, 我 们 理 该 密切 关注 。 
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